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X: {an} → {bn}, x y(x) =

N−1∑
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bn pn(x),
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 7���*�, v(x)& ��1�� 5��� /
���
� � ����

v(X) = F Diag [v(x1), . . . , v(xN)] F
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e = 〈1/c, 0, . . . , 0〉t, p0(x) = c. 3x4
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u
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�
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GN (y(x)) = q y(X) e[1], q =

b∫
a

ω(x) p0(x) dx. 3y4
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GN(y(x)) = 〈w1, . . . , wN〉 〈y1, . . . , yN〉t = wt y,
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�����
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GN(y(x)) = q 〈1, 0, . . . , 0〉 〈a0, . . . , aN−1〉t = q c et ya,

2�� ya ∈ AN � %� ya = F y& ��8����

q c et F y = wt y.
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��� ������� ����.
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wn =

b∫
a

ω(x) pN(x)

(x− xn) p
′
N(xn)

dx = q F1,n, n = 1, . . . , N.
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x p = J p + g 〈0, 0, . . . , pN(x)〉t, 3�'4

2�� ������ p = 〈p0(x), p1(x), . . . , pN−1(x)〉t& 
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wn = q (vn[1])
2, n = 1, . . . , N,

2�� vn > 8�� ��5������� ������ � ��������� ����� �����*
 3��������(.
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b∫
a

y(x) dx ≈
N∑
n=1

wn y(xn) = IN(y(x)), 3��4

�
�1� 5���� 877���������� u���� xn ∈ [a, b] ������ > 8�� 3�
� ��
����4
�
�"�
5����
���� �/�� ��������� p�5�"��
 3�����2� ��� �����2� ���
4&

 wn > 0 > 8�� �����������,?�� ���
 ��
��
����� 7�������

u
�����& (�� ���
 wn ����/�
(�� �������),��) ��5�
���� �
5���� �/.
���s

wn =

b∫
a

pN(x)

(x− xn) p′N(xn)
dx, pn(x) = cn

n∏
k=1

(x− xk), n = 0, . . . , N, 3��4
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/�������� 
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*�� N � ��� 8��� �/�� ��1�� 5�
��
�
�& ��
1��& ����� ��������� p�5�"��
 �����2� ���
& Un(x)& 
 ��������
3�	4 > �
� �������� p�5�"��
 �����2� ���
& Tn(x) 3��� ��1�4�

k��) ����2�� �����1����� /���� �7���������
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������������& �
� �
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3��� �
/�� �4 (���
 �5������������� �
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���)� �?� � �� ����������
��������� 3�	4�

p
��� ������
���� ������?����� ��
��
��� 6�1��
 � ��
��
����
����"�>������
 > 8�� ��/��1����� ������/��
��) 5�����2� ����5�
/��
.
��) 6���� 3}�64 � ������/��
��) �
��� ��(�������- �/��� � /�
(��� 
7���*�� ��� �����(���� N � ���2�
���& ������� ��1�� �
 �� � �������.
��& �5�(�� �������� ������ �
� 3� ��8���� �����
 2����/���4�

0��
��& �� �
"��� �����,& 8�� �/�
(
�� ������ ���������� 8��- ��
��
.
��� �� �� �
/�
(���,& �
� �
� 5���"�� (���� �/��� 3�''& �''' � 5����4& 2��
}�6 ������ � �
(��
�� 5��� 877��������& ��1�� ������ ��) ����2�����
.
��) 7���*� � ���5������)�� �� ��
)� ��5� ������ ������
�
� ����2�
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��

�� 
�
����(����- 7���*� �
 ������
�� [a, b] �5�(�� ���5�,� ��5���"�2�
����(����
 �/����

%
������& ��� ����2�
�� �� ��2��)���- 7���*� �/ ��
��� f�g �(��
,��)
��
��
���
�� �4& �4 � ��(�����, 	''>
'' ���)��(��- �
/�)��� ��) ����(�.
���
 �/��� �� 5���� �'''� � 8�� ��
��
���� ������ /
���),� ��
��
����
|W& �����
) ������/��
�
�� � f�g�

���2� 
�2�����& ������ ���������) � ����/� ������/��
��) }�6& > 8��
�������� ��(����� ��(������) ����2�
�
& ������, �����
2
���) �*����
��&
��
����
) ��
��
����& ��
1��& ���)��
 N � 2N �

0��
�� �
�� 7���*���
� ��2��"����� �
�����
�� ��
���� #��2�
3������� ����� ��"� ������(��� �������4 ��) �����
 #��2�>����
�

����5�
/��
��) 6���� F & ������� �/������ � )���� ���� ��) ��
��
���
�4& �4& �
,� 3�� �
"��� �����,4 2��
/�� 5���� 877������� 7���*���
�
��2��"�����s �������� 8������ ������
 ya�

������ ya �����1�� ��877�*����� �
/��1���) 
�
����(���� 7���*��
�� �������
� p�5�"��
� ��8���� ����(��
 ya[N ] �5��
�� 8�������*�
����
5������ ����� ��2�& �
��� �)�� �5�(�� 5��/�� � /�
������������ ��) 7��.
�����
���- x ∈ [a, b]& ��8���� ����(��
 (b− a) |ya[N ]| ��) ��������� Tn(x)
��� ����(��
 (N + 1) (b − a) |ya[N ]| ��) ��������� Un(x) �
,� �
��1��,
3-��) � �5�(�� /
��"����,4 �*���� ��2��"������


� ��e�h#$j~%qe !eh0�q � ��$�#$h�#q

u���� �� �������� ������ 7����� ��) ������
����- �������& �������.
����,?�- ��
��
���
� 6�1��
 � ����"�>������
� 6������ ��) �����
8��- ��
��
��� ����(
,��) �����
 ������ �� ��/����
�
� �������?�- �
/.
������

� ����(�� �� ��
��*�����2� ���-��
& ��2�
 5
/��� ������
� [a, b] =

[−1, 1]& �� ������/��� ������
� [a, b] = [0, 1] �& ������
������& ���?�����
�������� p�5�"��
�

6���
���� � ��
��
����� 7������ ��(�2� �� /
����� �� ��5��
 �����.
�
�
& ����� ���1����)& ����������,?�2� ����� ������
�
� 0��
�� ����.
��
����� ������& ������� �� ����t)��)��& �(������ /
���)� �� ������
�
&
�
� �
� 7���*�� �� �
���* X /
���)� �� ������
 8��- �
���*�

� (
�������& �
 ������
�� [0, 1] ���������� 3� ��?��������4 �
���*�√
X � lnX& 
 ��) ������
�
 [−1, 1] 8�� �� �
��
p��5� �� ����1
�� ��?�����& ��) �
1��2� ������
����2� �����
 ��

������/��� ���� � �� 1� �5�/�
(���)� i�� ��� 5���� ���5��& (�� ��� �
"�
������ 7���
���� �/
���/
���)����
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��
��
���
 6�1��
 �����2� ���
 3a.�4 ��������, ������������� ����.
��
������ ������& �/��1������ � f	g� h� ���� ������/����) ������
 ������.
���

{p0(x) = 1/2, pn(x) = Tn(2 x− 1), n ∈ N}. 3��4

������ �
���*� X �
/�������� N > 1 > 8�� ����� �������
 pN(x)s

xn = cos2
(
(2n− 1) π

4N

)
, n = 1, . . . , N. 3�v4

��������� �
���*
 F /���� �/�����
 � )���� ���� 3��� f	g4& �� ���
����
��(������ ������.������ va 3�
4� �����

va =

〈
1

2
, 0,−1

3
, 0,− 1

15
, 0,− 1

35
, 0,− 1

63
, 0, . . .

〉
, vn =

1∫
0

pn−1(x) dx,

2�� ��(����� 8������� 3�
(��
) � ������2�4 �
,��) 7������ 

vn = − 1

4 [n/2]2 − 1
, n = 3, 5, . . . .

��8���� ���
 wn 3����� ��������- ����?��� 4 ��(���),��) �� 7������

wn =
1

N

⎛
⎝1− 2

[N/2]∑
k=1

1

4 k2 − 1
cos

(
k (2n− 1) π

N

)⎞⎠, n ≤ [N/2]; wN+1−n = wn.

��) ��(����2� N ��1�
 �?� 7�����


w[N/2]+1 =
1

N

⎛
⎝1− 2

[N/2]∑
k=1

(−1)k

4 k2 − 1

⎞
⎠.

h
��� �5�
/��& ����2�
� �� 7���
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����- ��������� j
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�1
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�/��� 3�v4& ���� ���
 ��
��
���� a.�& �/������ )���� u
�����& (�� 9:;<= ��
��1�� ��(������ 8�� ����2�
�� � )���� �����

0������ ���� 7
��& ������ �� �� �
"�� � �����
�����
��������� ��
��
���
 a.� ��������)*����
)& �� ��
 ��(�
 �
 �������
-

������� �� ��"� N − 1 3�
� � ��)�
) ���2
)4� 0��
�� ��1�� ���������&
(�� ��
��
���
 a.�& �
� � ��� ��
��
���� ���
 �4 � �4& ��(�
 �
 �������
-
������� �� ��"� N ��) ��(����- N � ����2�� ���
/
�������� 8��2� 7
��

��1�� ����(��� �/ �
���- ��"� 7������

���� ��� � ��
��
���� 6�1��
 �����2� ���
 3a.�4& �� ��
(
�
 �
��� 7��.
���� ��) ������
����2� �����
& �����������,?�2� ���?����� �������
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p�5�"��
 �����2� ���
& Un(2 x−1)� �
� ��
/
����& 8��� ������
���� �����
�
�5���� n��������(��o �/ ���- �������& ������/�,?�- �������� p�5�"�.
�
� h� ���� ���
��- ������2
������- ��877�*������ ���
 p0(x) = 1/2 /����
�� ���5����) 3��� f	g ��) ��
�����)4� � (
�������& �����(�� ������ e 3���
�
/�� �4 > 8�� �5�(�� �����(�� �������

u���� �� ������/��� ������� ���������

{pn(x) = Un(2 x− 1), n ∈ N0}, p0(x) = 1, p1(x) = 4 x− 2, . . . . 3�w4

������ �
���*� X �
/�������� N > 1 > 8�� ����� �������
 pN(x)s

xn = cos2
(

nπ

2 (N + 1)

)
, n = 1, . . . , N. 3�x4

%
������& (�� 8�� �/�� )��),��) 8��������
�� �������
 TN+1(2 x− 1)�
!
���*
 X > 8��& �
� � � �5?�� ���(
�& ��
���������
��
) �
���*


z��5�& 
���*�����
��
) � ������� ��������� 3�w4� $ ��) �
���*� D ��.
?������� 
�
��2 ��1�����
 z��5�& �/ ������2� ��
 ��2�� �
-�����)s

〈p0(x), . . . , pN−1(x)〉D = 〈p′0(x), . . . , p′N−1(x)〉 .
%
������& (�� ����
���� X � D �� ����,� � ������
����� ��877�*���.

��� 6����& AN 3��� f	g4�
�
��� 2������ 7������ ��) X � D& ������� ��2�� ������)���� ��)

�
/�������� N = 6 8�� �
��*� ���,� ���

X=
1

4

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 1 0 0 0 0

1 2 1 0 0 0

0 1 2 1 0 0

0 0 1 2 1 0

0 0 0 1 2 1

0 0 0 0 1 2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, D=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 4 0 4 0 4

0 0 8 0 8 0

0 0 0 12 0 12

0 0 0 0 16 0

0 0 0 0 0 20

0 0 0 0 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

�������.������ �
(
����- � ��
���- /�
(��� 3��� f	g4 /���� ���,� ���

i0 = 〈1, −2, 3, −4, . . .〉 , b0 = 〈1, 2, 3, 4, . . .〉 ,
i1 = 〈0, 4, −16, 40, −80, . . .〉 , b1 = 〈0, 4, 16, 40, 80, . . .〉 , . . . 3�y4

���(�� 8��� ������ ��1�� 5��� ��2�� ������1�� 3� ������/��
���� VSE4�
i��� ������
���� ����� ������(�� � ���������� ������& ����
�����

� f	g� � (
�������& �� �
�1� �
�� ���2�
 �
*���
����� ��877�*����� �
/.
��1��� ��(��& ���� ��� �
*���
���� 3��� f��g4� %
������& ��"
) ��
���,
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/
�
(� x y′(x) = 1& y(1) = 0 ������
����� ������� � f	g � 8���& ����(
��
�
/��1���) ��) x ∈ (0, 1]s

lnx = −2 ln 2−
∞∑
n=1

2 (−1)n Tn(2 x− 1)

n
=

1

2
− 2 ln 2−

∞∑
n=1

2 (−1)nUn(2 x− 1)

n (n+ 2)
,

���(�� �������� �-�������� 8��- �)��� �������� ����
���
)& �
� �
�
Un(1) = n+ 1�

!
���*� ����5�
/��
�� 6���� /���� 3�
� � ��) ���- ��������� p�5�.
"��
4 �/������ � )���� ����s

F−1 =

[
sin

(
mnπ

N + 1

)(
sin

(
mπ

N + 1

))−1
]
, F =

2

N + 1

[
sin

(
mnπ

N + 1

)
sin

(
nπ

N + 1

)]
,

2�� m � n ������,� ������ � ����5*� ���������������
h
��� �5�
/��& ���
���� ��(������ ������.������ va 3��� 3�
44� �����

va =

〈
1, 0,

1

3
, 0,

1

5
, 0,

1

7
, 0, . . .

〉
,

2�� /
������������ �(�����
� ��8���� ���
wn 3����� ��������- ����?��� 4
��(���),��) �� 7������

wn =
2

N + 1

⎛
⎝sin( nπ

N + 1

) [N/2]+1∑
k=1

1

2 k − 1
sin

(
n (2 k − 1) π

N + 1

)⎞⎠, n ≤ [N/2],


 �
�1� wN+1−n = wn& n > [N/2]� ��) ��(����2� N ��1�
 �?� 7�����


w[N/2]+1 =
1

[N/2] + 1

[N/2]+1∑
k=1

(−1)k+1

2 k − 1
.

u
��(
��)& ������� �� ����
�� �� ������ ��
��
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��
���� a.��

h
��� �5�
/��& /�
��� ����5�
/��
�� 6���� F ��) ��
��
��� 6�1��

a.� � a.� � )���� ���� ��/���)�� ��(������ �- ���
 3��� �
/�� 	4& �� ��.
(���)) �
��- �
���*� %� ��) ���������) ������
����- ������� ��� (�����
�
���*�& X& D& F−1 � F & ��1�� 3��� ������� � f	g4�

���� ��� � �/��1���, ������
����2� �����
& �����������,?�2� ��
��
.
���� ����"�>������
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 ��
��
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4 �
��
��������� ��("�� ��/����
���
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u���� ������/����) ������
 ��������� 3��� f��g4

{p0(x) = 1

2
, pn(x) = Tn(2 x− 1), 1 ≤ n ≤ N − 2; pN−1(x) =

1

2
TN−1(2 x− 1)},

3�'4
���� 7��*�) y(x)& x ∈ [0, 1] ������
����
 ���� �� ���5��
*�� 8��- ����.
����� ��) �
/�������� 
��������
*�� N �

i�� �
/��1���� ����(
���) �� ��������� ��
��
���� a.� ������ �����.
��������� ��877�*������ 1/2 � ��������2� �������
 � �
/��1����� ��.
8���� �
���*
 X ��) 8��2� ������
����2� �����
 ����(
���) �� �
���� �
f	g ������ 8�������� X[N,N−1] 31/4 → 1/24& 
 �
���*
 D > ������ ������.
��� ����5*�� 3�������� �
 �4� ��) ���5���
 (��
���) �
��� 8�� �
���*�
��) �
/�������� N = 6s

X=
1

4

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 2 0 0 0 0

1 2 1 0 0 0

0 1 2 1 0 0

0 0 1 2 1 0

0 0 0 1 2 1

0 0 0 0 2 2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, D=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 4 0 12 0 10

0 0 8 0 16 0

0 0 0 12 0 10

0 0 0 0 16 0

0 0 0 0 0 10

0 0 0 0 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

u����& �
� � � ������
����� ������ f	g& �����������,?�� ��
��
���� a.�&
�����(�� ������ ����� ���

e = 〈2, 0, . . .〉 .
�������.������ �
(
����- � ��
���- /�
(��� 

im =
〈
p
(m)
n−1(0)

〉
, bm =

〈
p
(m)
n−1(1)

〉
, 0 ≤ m, n = 1, . . . , N, 3��4

/���� ����(
,��) ������ � ��������� 8������� �� �
����- � f	g�
k��) �,5� ������
���� ����� ��) 2��������- ��77����*�
����- ���.

�
����� *������ �������)���) ��5���� 5
/����- 7���*� & ��) �5?�- ��.
�� ��- ��77����*�
����- ����
����� ���5����) �?� /
�
��� �
5��
 �/����
6���
���� �
�� ��5�� ����
��(�� ����/�����& ���
�� ��
���(���� ����.
�������� ���5��� ��5���� )��)���) ������ �
���*� z��5� 3��� �
���*�
X4�

������
 ��������� 3�'4 �� )��)���) ����2��
���� & �
� �
� ��������
���),��) ��� �/������� N & ��� �� ����� ��1������ z��5� 3�'4 /���� ��.
���1���� � ����� h����� ������� pN(x) � ��� /
���)���) �
 ������� vN(x) =

x (1− x)UN−2(x)& � g = −1�
����� ����
�� ������ �
���*� X �
/�������� N > 2 > 8�� ����� ����.

���
 vN(x)s

xn = cos2
(
π (n− 1)

2 (N − 1)

)
, n = 1, . . . , N, 3��4



��

���� ���*� ������
�
 [0, 1] ���2�
 ����
���1
� �������& (�� ��1�� 5��� ���5.
�� � �����1���)-�

e?� ���� ������?����� ��������� 3�'4 > 8�� �
�� ������ ��� ����5.
�
/��
�� 6����s

F−1 =

[
κ(n) cos

(
(m− 1) (n− 1)π

N − 1

)]
, F =

2

N − 1
F−1,

2�� m � n ������,� ������ � ����5*� ��������������& �

κ(n) =

{
1
2, n = 1, N
1, 1 < n < N.
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��) ������/��
��) ���*����� ��1�� /
�
�� 7���*�, f(x)& ������
�
[a, b] ∈ C � (���� �/��� n > 3�

u���� �
�
 �����
���
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��/
*�) 5�/ �������) ��(������ h�(�����
��1�� �*����� ��5� ��
��*������ �����5��& ���� ���)) (���� �/���& ��5� �
����?�, ����5�
/��
��) 6����& �
� 8�� ����
�� ��"��
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u
�����& (�� ���*����
 ��(���)�� �/�� 3/���� �
 ������
�� [−1, 1] ��)
��������4 � ���
 ������ ���� �
/ ��) �
1��2�N � h� ���� �������,?�� �5�
.
?���) � ���*����� ������/�,� �1� ��(�������� ����(��� �� �����,?�2�
�/������) N � ��) 8��2� �� ������/��
�� ��/
������������
��� � 9:;<=
����
��� n_JGJo�

6������& �
���� � 8��� �
/����& ��/���),� ��2�� ����7�*����
�� 8��
���*����� ��) ��
��
��� 6�1��
 a.� � a.��

�������� ������ ������/��
��) 8��- ��
��
���& 
 �
�1� �- ��
������ �
��
��
���� |W�

��?������� ��������� �
5�� 3���& �
������& f�	g � ������ �
�4& �������
������2
,� ��/�� � ���& (�� ��
��
���� a.�& a.� � VV ��(�� �� �����
.
,� ��
��
���� |W� 0��
��& �� �
"��� �����,& 8�� ������ �����
�� �

n��*������o ������/��
��� 8��- ��
��
��� ��) ����2�����
��) 7���*� �
���5������)�� ������ ��� �� ��
)� ������
�
� ��) �
��- 7���*� ��
��
.
���� a.�& a.� � VV (
��� �
,� �
1� ��("�� ��/����
���

� ��������- ������
-& ��2�
 ���5������� 7���*�� � ���������� �5�
.
��� 5��/�� � ��?���������� ������
��& 8�� ��
��
���� �� ���������� �
,�
5��/��� ��/����
�� 3�
� ��) 7���*�� f(x) = 1/(1+16 x2) � f�	g4� ����)���&
8�� ��)/
�� � 7�������� #��2� 3��� f�
g4�

� /
�
(
- ��������(��2� ��(������) ����2�
��� �� 
�
����(����- 7���.
*� �
 ������
�� ��
��
���
 |W ��) �
1��2� N 3�� �
"�� �*���
�4 �
��
��(�� ����� 5���"� /�
(
?�- *�7� � 5���"������ ���(
���

#
�������� �/������ ������ 3��� f��g4s

R =

1∫
0

arctan(
√
x2 + 2)

(x2 + 1)
√
x2 + 2

dx =
5 π2

96
≈ 0.51404,

� ��(����� 8��� ����2�
� ��
��
���
�� a.�& a.�& VV � |W�
��) N = 10 � �5�(�� ��
�
,?� 
��7������ 3≈ 15 ���)��(��- �
/�).

���4 ����(
�� ��2��"�����& ��������������&

R − R(F−1) ≈ −0.3629× 10−9, R− R(F−2) ≈ 0.1161× 10−8,
R − R(CC) ≈ 0.2716× 10−9, R− R(LG) ≈ −0.9× 10−13.
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(�� a.�& � �����2� -�1�& (�� VV� ���(�� ��
��
���� a.� � VV ���,� 3�
�
��
����4 �����������1�� /�
� ��2��"������ %� 8�� ���
 8�����(���� 
��/����
��

��) N = 20 � �].
��7������ 3≈ 63 ���)��(��- �
/�)���4 ����(
��
��2��"�����& ��������������&




	

R− R(F−1) ≈ 0.1387× 10−15, R −R(F−2) ≈ −0.1391× 10−14,
R− R(CC) ≈ −0.3082× 10−16, R −R(LG) ≈ 0.6800× 10−27.
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�����) �����
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��������
������
����, /
�
(� ��) ��
�����) !
��� 39:GIC=N4

y′′(x) + (λ− 2 q cos(2 x)) y(x) = 0, y′(0) = y′(π) = 0,

���� �
 ��� /�
(���) λ � 7���*�� y(x, λ) ��) q = 5�
i��� ������ ���������) � f�vg �
� ���������� ���*����� nZ;[
Fo � ��.

����� 9S�|Sd& 
 �
�1� � ��������
*�� � �/�������� �
���� �SW 3���.
*����
 ]'�P$a& ��� f�wg4� u
�����& (�� � �5��- ���(
)- /
�
(
 ��"
���)
������� ���������� ��) �
1��2� /�
(���) λ � ���5��� �2� �*���(��2� ���.
5��1���) �
� �
�
����
 ���*������

��2�
��� �
"��� ������
������ ������ 3�,5���4& �
�"�
5����� 8�� /
.
�
(� �
 ������
� [0, 1]& ��5���� �
/�������� N � /
��"�� ��������/
*�,
��77����*�
����2� ����
���
s

A = − 1

π2
D2 + F Diag[2 q cos(2 π x1), . . . 2 q cos(2 π xN)]F

−1.
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��� �(����
�� ��
���� ������)& ���� /
���)�� ��� ��������� ������ �
�.
��*� A �
 ������� i1 � b1 3��4� ��) �
1��2� ������
����2� �����
& �
/���.
���)& ���� i1 � b1�

����(
�� �
���*� ��77����*�
����2� ����
���
 � �(���� ��
���- ����.
�� � �
��� ��"
�� ��
��
����, 
�2�5�
�(����, /
�
(� �
 ��5�������� /�
.
(���) 3� �������& ���� ��1��4s

Ay = λ y.

��) N = 30 � ��) ������
����2� �����
& �����������,?�2� ��
��
����
VV& ����(
�� 3� 9:;<= /
 ���� �������4s

λ ∈ {−5.80004602096689581, 1.85818754168553468, 7.44910973143327216,

11.5488320037169566, 17.0965818497927735, 25.5499723870701594, . . .}
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�
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(���)- 9:;<= ����� ���

MathieuCPrime(λ, 5, π) = 0,

�
�� ��2��"�����& ��������������

{1.15×10−10, 1.38×10−10, 8.09×10−9, 3.26×10−8, 1.65×10−7, 6.37×10−7, . . .}.
��� �����(���� N 3� ����� �
/�)��� �����4 ����(����� ����(����-
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 �������
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u���� �� �������� 7������ ��) ����2�
�
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����
 �������� �
���
����2� (���
& σ(n)�

��?������
��� �
�� 7������ 
���������
���� � f
g �
� ��������� ����.
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� �/������4 ����5���
7������ �� ��5�����
����� �����

σ(n) =
i π

12

β∫
α

(
K(k) (k2 − 2) + 3E(k)

kK(k) (1− k2)

)
exp

(
2nπK(k′)

K(k)

)
dk, 3�	4

2�� K � E > 8�� 8������(����� ����2�
�� �����2� � �����2� ���
r k �
k′ =

√
1− k2 > 8�� ������ � ����)1���� ������ 8������(����- 7���*� r

α = (
√
3− i)/2& β = ᾱ = (

√
3 + i)/2 > 8�� ���*� ������
�
 ����2�����
��)&

������ )��)���) -���� �����(�� ����1������
0������& (�� �������2�
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σ(n) < Hn + logHn expHn, 1 < n,

2�� Hn > 8�� 2
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0��
�� /���� �� �
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���� ��� ������ 8�� 7��.
�����

�����
��� � 3�	4 n = 1 � �������� 9:;<= � �5�(�� ��
�
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��7��.
���� 3Digits = 144� 0��
�� 9:;<= �� ��1�� ���(��
�� 8��� ����2�
�& ����.
��& ������,(��"��� �
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������� ������ ����2�����
��) � �/����(�����
������ �� ��)��� ���(
� ��'' ������ �(��
 ��
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���� ������
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e��� �/)�� ��
��
����, ��(����� 3Digits = 104& �� ��) n = 1 � n = 2
����(
�� ����� /
 ��� ������� � 8�� ��(�����, 3�
 ���
"��� �����,����4&
�� ��) n = 3 �(�� ���� �1� ��' ����& 
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���� 7���*��� !
�"�
5����� ����/�� [α, β] → [−1, 1] �
�
�������� 7���*�, V (t)& t ∈ [−1, 1]& �����
) ����(
���) �����
����� 
k = (

√
3 + i t)/2 � �������2�
����, 7���*�,�

%
 7�2� � ���
/
�� 2�
7��� 7���*� Re(V(t)) � Im(V(t)) ��) n = 1
3����
4 � n = 2 3���
�
4�

��
� �� ������� Re(V(t)) � Im(V(t)) ��� n = 1 ������� � n = 2 ��������

6���*�) Re(V(t)) ���2�
 (���
)& 
 Im(V(t)) > ���2�
 ��(���
) ��) �
��.
�
����- n� ����� ��2�& ����2�
� 3�	4 ���1�� 5��� �
���
����� (�����&
σ(n)� ��8���� ����
) � ��?�������
) (
��� ����2�
�
 3�	4 �
1�
) ������.
�� �
,� �*���� ��2��"����� ��(������) ����2�
�
�

����2�
� 3�	4 ��1�� ���1��� �������� �������� ��) �
/��(��- ����.
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������
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��
���
 ����"�>������
 3��� �
/�� 
4 ��) �
/�������� N = 80 �
�5�(�� ��
�
,?� 
��7������ ��) n = {1, 2, . . . , 6} �
�� ��/����
� σ(n) =
{1, 3, 4, 7, 6, 12} � ��2��"�����, ��?�������� (
���& ��������������&

{0, 9.3× 10−11, 8.5× 10−9, 7.3× 10−6, 4.5× 10−4, 1.9× 10−2}.
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 ��) ��?�������� (
���
����(
�� ��2��"�����& ��������������&

{1.4× 10−16, 1.5× 10−15, 1.0× 10−14, 2.8× 10−14, 2.6× 10−13, 2.1× 10−12}.
��� 8��� �
1�� ����2�
� ��(���)���) /
 ����) ����� ��������
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��
���� 3N =
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,� ��2��"�����& ��������������&

{8.2× 10−20, 7.2× 10−19, 4.9× 10−18, 2.1× 10−17, 2.2× 10−18, 8.1× 10−16}.
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u
����� �
�1�& (�� ��) n = 0 7�����
 3�	4 �
�� σ(0) = −1/24& ����
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(����& ������1����� #
�
��1
���� i�� ��������� ��2�& (�� 7�����
 3�	4
��������) �/ �����)��� 7���� 3�)� i /��"�� �
4s

E2(x) = 1− 24

∞∑
n=1

σ(n) xn.

��) n = −1,−2, . . . 7�����
 3�	4 �
�� �����
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