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Бочев М.А., В.Т. Жуков

Адаптивные итеративные явные схемы интегрирования по времени для

решения нелинейных задач теплопроводности

Проведено сравнение трёх явных схем интегрирования по времени для

решения нелинейных задач теплопроводности: монотонной схемы локальных

итераций, нелинейной экспоненциальной схемы Эйлера и схемы на основе ги-

перболической модели теплопроводности, где для достижения устойчивости

искусственно добавлен малый член со второй производной по времени. Моно-

тонная схема локальных итераций и экспоненциальная схема Эйлера обладают

свойством монотонности и позволяют использовать достаточно большой шаг

по времени. Монотонная схема локальных итераций основана на специальной

чебышёвской полиномиальной аппроксимации, а экспоненциальная схема Эйле-

ра –– на итерациях подпространства Крылова с перезапуском. Для этих двух схем

предложен алгоритм адаптивного выбора шага по времени, который позволяет

существенно снизить вычислительные затраты.

Ключевые слова: нелинейные задачи теплопроводности, экспоненциаль-

ное интегрирование по времени, матричная экспонента, методы подпространства

Крылова

Mikhail A. Botchev, Victor T. Zhukov

Adaptive Iterative Explicit Time Integration for Nonlinear Heat Conduction

Problems

Three explicit time integration schemes are compared for solving nonlinear heat

conduction problems, local iteration monotone scheme, nonlinear exponential Euler

scheme and a scheme based on the hyperbolic model of heat conduction, where an

artificial second order time derivative term is added to stabilize the computations.

The local iteration monotone and exponential Euler schemes are monotone and allow

for a sufficiently large time step size. The local iteration monotone scheme is based

on a special Chebyshev polynomial approximation, whereas the exponential Euler

scheme employs a restarted Krylov subspace procedure. For these two schemes we

propose an adaptive time step selection strategy which leads to a significant reduction

in computational costs.

Key words: nonlinear heat conduction, exponential time integration, matrix

exponential, Krylov subspace methods
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1. Введение

Нелинейные задачи теплопроводности возникают в разнообразных прило-

жениях, таких, например, как численное моделирование нестационарных про-

цессов газодинамики [14], трёхтемпературные модели газовой динамики [12]

или физика высокотемпературной сверхпроводимости [9]. Численное решение

нелинейных задач теплопроводности вызывает трудности, в частности, из-за

быстрого изменения решения (например, при возникновении тепловых волно-

вых фронтов) и жёсткости нелинейного оператора теплопроводности. Явные

стабилизированые схемы интегрирования по времени привлекательны для это-

го класса задач, потому что они концептуально просты, не требуют решения

каких-либо (не)линейных систем и легко реализуются на современных супер-

компьютерах и платформах с графическими ускорителями.

В этой работе мы описываем, сравниваем и тестируем численно три явные

схемы интегрирования по времени. Кроме того, для двух схем мы предлагаем

алгоритм адаптивного выбора шага по времени и показываем, что он позволяет

существенно повысить вычислительную эффективность. Первая из рассматри-

ваемых схем –– монотонная схема локальных итераций (ЛИ-М), построенная на

основе чисто неявной схемы в сочетании со специальными итерациями Чебы-

шёва [13]. Вторая схема –– это экспоненциальная эйлерова (ЭЭ) схема, точнее,

нелинейная версия [2] экспоненциального метода Эйлера [7], где матрично-век-

торные произведения (матвеки) с матричной функцией ϕ (определённой ниже

около формулы (15)) вычисляются итерациями на крыловских подпростран-

ствах с перезапуском. Третья тестируемая нами схема –– это схема на основе

гиперболической модели (ГМ) теплопроводности, где для достижения устойчи-

вости искусственно добавлен малый член со второй производной по времени [4].

Алгоритм адаптивного выбора шага по времени предлагается для схем ЛИ-М и

ЭЭ.

Неотъемлемым требованием к схемам численного решения нелинейных

уравнений теплопроводности является монотонность, т.е. схемы должны давать

неотрицательные решения. В силу нелинейности даже самые небольшие от-

рицательные значения в численном решении приводят к неустойчивости. Как

обсуждается ниже, схемы ЛИ-М и ЭЭ обладают свойством монотонности.

В данной работе рассматривается следующая нелинейная задача теплопро-

водности:
∂

∂t
u(x, t) = ∇ · (k(u)∇u(x, t)) + g(x, t),

u(x, 0) = u0(x), u(x, t)|∂Ω = b(x, t),
(1)

где x ∈ Ω ⊂ Rd, d ∈ {1, 2, 3}, t ∈ [0, T ], ∇· –– оператор дивергенции, ∇u ––
градиент u(x, t), а функции u0(x), b(x, t) и g(x, t) заданы. Мы предполагаем
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степенную зависимость коэффициента теплопроводности k(u) от решения,

k(u) = k0u
σ, (2)

где константы k0 > 0 и σ > 0 заданы. В этой статье представлены результаты

тестов только с σ = 2, однако и другие значения σ допустимы в наших схемах.

Мы также предполагаем, что

b(x, t) > 0, g(x, t) > 0, u0(x) > 0, x ∈ Ω, t > 0. (3)

Начально-краевая задача (1) сначала дискретизуется по пространству, при этом

возникает задача Коши

y′(t) = −A(y(t))y(t) + g(t), y(0) = v, где v > 0. (4)

Векторные неравенства здесь понимаются поэлементно, т.е. v > 0 означает, что
все элементы вектора неотрицательны. Предполагается, что для любого y ∈ RN

матрица A(y) ∈ RN×N в (4) –– симметричная неотрицательно определённая, а

её внедиагональные элементы неположительны, т.е.

aij(y) 6 0, i 6= j, ∀y ∈ RN . (5)

Поскольку функция источника g : R → RN в (4) может содержать вклады

краевых условий вида −aij(y)b(x, t), естественно предположить, что

g(t) > 0, t > 0. (6)

Если не оговорено иначе, ‖·‖ обозначает евклидову векторную или соответ-

ствующую ей матричную норму. Мы предполагаем, что задача Коши (4) имеет

единственное решение и существует такая константа L > 0, что

‖A(u)− A(v)‖6 L‖u− v‖, ∀u, v ∈ RN . (7)

При выполнении условий (5) и (6) можно показать, что решение y(t) задачи (4)
неотрицательно, т.е. y(t) > 0, t > 0, см. [2, Утв. 1].

Дальнейшее содержание статьи организовано следующим образом. В разде-

ле 2 обсуждаются три явные схемы и представлен алгоритм адаптивного выбора

шага по времени для схем ЛИ-М и ЭЭ. Численные эксперименты представлены

в разделе 3, а выводы делаются в разделе 4.

2. Явные схемы интегрирования по времени

2.1. Схема локальных итераций монотонная (ЛИ-М). Рассмотрим неявную

схему Эйлера для решения задачи (4):

yn+1 − yn

∆t
= −A(yn+1)yn+1 + gn+1 ⇔

(I +∆tA(yn+1))yn+1 = yn +∆tgn+1, n = 0, 1, 2, . . . . (8)
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Здесь на каждом шаге по времени n нелинейная система для решения yn+1 на

следующем слое может быть решена итерационно, см. [10, доп. I, гл. 2.11],

(I +∆tA(y(m)))y(m+1) = yn +∆tgn+1, m = 0, 1, 2, . . . , (9)

где индекс ·(m) обозначает номер итерации, а y(0) := yn. В [10, доп. I, гл. 2.11]

показано, что схема (8) в сочетании с итерациями (9) монотонна для определён-

ной конечно-разностной дискретизации одномерного уравнения теплопровод-

ности (1). В [2, Утв. 2] свойство монотонности схемы (8),(9) установлено для

задач вида (4) при условиях (5) и (6). Также в [2, Утв. 2] показано, что итера-

ции (9) дают ограниченные по норме решения y(m), сходящиеся к решению yn+1

схемы (8) при условии, что ∆t > 0 достаточно мал и выполняется (7).
На практике итерации (9) останавливаются при условии, что m > 0 (т.е.

сделана по крайней мере одна итерация) и

‖yn +∆tgn+1 − (I +∆tA(y(m)))y(m+1)‖
‖yn +∆tgn+1‖+ε

6 tolnonl, (10)

где ε –– машинное эпсилон, а tolnonl –– точность, заданная для нелинейных ите-
раций (9). Во всех представленных в этой работе тестах бралось tolnonl = 10−2.

Соотношение (9) можно формально переписать в виде y(m+1) = (I +
∆tA(y(m)))−1(yn + ∆tgn+1), причём важно понимать, что обратную матрицу

здесь вычислять не следует. Заменяя (I +∆tA(y(m)))−1 специальной аппрокси-

мацией на основе чебышёвских многочленов, мы получаем схему ЛИ-М. В этой

схеме на каждой внешней нелинейной итерацииm выполняется определённое

число внутренних чебышёвских итераций. Их число зависит от величины шага

по времени ∆t > 0: чтобы гарантировать ограниченность решения, чем боль-

ше ∆t, тем больше чебышёвских итераций должно быть выполнено. Важным

свойством схем локальных итераций [13] (и, в частности, схемы ЛИ-М) являет-

ся то, что чебышёвский полином выбирается, чтобы не только гарантировать

ограниченность решения, но и получить приближение матричной экспоненты

exp(−∆tA(y(m))), см. подробности в [13]. Другими словами, схема ЛИ-М суще-

ственно отличается от неявной схемы, где действие обратной матрицы заменено

определённым числом итераций для решения линейных систем, как это сделано,

например, в [3].

Если в неявной монотонной схеме заменить решение линейных систем

прямым методом на приближённое решение каким-либо итерационным методом,

то свойство монотонности, вообще говоря, не гарантировано. Чтобы сохранить

монотонность, чебышёвские итерации в схеме ЛИ-М выполняются специальным

образом [13]. Сначала выполняется p чебышёвских итераций, что гарантирует
ограниченность решения. Затем для получения монотонности последние p− 1
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итераций повторяются. Как показывают многочисленные тесты, такое квадра-

тирование многочлена Чебышёва даёт монотонную схему интегрирования по

времени.

Наш алгоритм адаптивного выбора шага по времени основан на оценке

ошибки. Надёжная оценка ошибки может быть вычислена на основе известного

подхода предиктор-корректор, где схема ЛИ-М берётся как предиктор, а в каче-

стве корректора используется неявная схема трапеций, имеющая второй порядок

аппроксимации. Пусть yn+1 –– решение схемы ЛИ-М на временно́м шаге n+ 1.
Тогда оценка ошибки en+1 решения yn+1 вычисляется по отношению к решению

yn+1
PC схемы предиктор-корректор:

yn+1
PC = yn +

∆t

2

(
−A(yn)yn + gn − A(yn+1)yn+1 + gn+1

)
,

en+1 =
‖yn+1 − yn+1

PC ‖
‖yn+1

PC ‖
.

(11)

Хорошо известно (см., например, [6]), что поскольку схема-корректор имеет

второй порядок аппроксимации, а схема ЛИ-М –– первый порядок, решение yn+1
PC

должно иметь второй порядок, и, следовательно, мы получаем en+1 = O(∆t)2

для достаточно малых ∆t. Численные эксперименты подтверждают, что это так

даже для достаточно больших шагов ∆t, используемых в расчётах, см. рис. 1.
Поэтому разумно выбирать величину шага по времени∆t для следующего шага
по времени так:

(∆t)new =

√
tol∆t

en+1
·∆t, (12)

где tol∆t –– приемлемая точность, заданная во всех тестах как tol∆t = 0.1 ·
tolnonl = 10−3 (здесь tolnonl –– допустимая точность нелинейных итераций,

введённая выше). Таким образом, правильная величина (∆t)new шага по вре-

мени определяется апостериори, после того, как шаг сделан. Представленные

ниже численные тесты показывают, что соотношения (11),(12) позволяют надёж-

но контролировать величину шага. Другие способы контроля величины шага

представлены, например, в [11].

2.2. Нелинейная экспоненциальная эйлерова (ЭЭ) схема. Эта схема пред-

ложена в [2]. По заданному численному решению yn ≈ y(tn) задачи (4) в t = tn,
решение yn+1 ≈ y(tn+1) этой задачи в tn+1 = tn +∆t вычисляется как решение
задачи Коши

ỹ′(t) = −A(ỹ(t))ỹ(t) + ḡ, ỹ(tn) = yn, t ∈ [tn, tn+1], (13)
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10−6 10−5
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10−5

10−4

10−3

10−2

∆t

LI-M scheme, 128× 128 grid

err.estimate
order 2

Рис. 1. Оценка ошибки (11), усреднённая по шагам по времени, для схемы ЛИ-М

с различными постоянными шагами по времени ∆t. Расчёты выполнены для

двумерного теста, описанного ниже, на сетке 128×128. Второй порядок ошибки
en = O(∆t)2 ясно прослеживается.

после чего полагается yn+1 := ỹ(tn+1). Здесь n = 0, 1, 2, . . . , y0 = v, а ḡ ≈∫ tn+1

tn
g(s)ds. Задача Коши в (13) решается итерационно. На каждой итерации

m = 0, 1, 2, . . . мы решаем задачу Коши

(y(m+1)(t))′ = −Amy
(m+1)(t) + ḡ, y(m+1)(tn) = yn, t ∈ [tn, tn+1], (14)

где матрицаAm = A(y(m)(tn+1)) постоянна (т.е. не зависит от y или t), а y
(0)(t) ≡

yn для t ∈ [tn, tn+1]. Заменим в (14) постоянную матрицу Am на зависящую от

времени матрицу Ãm(t) = A(ỹ(m)(t)) и рассмотрим итерации

(ỹ(m+1)(t))′ = −Ãm(t)ỹ
(m+1)(t) + ḡ, ỹ(m+1)(tn) = yn, t ∈ [tn, tn+1], (14′)

c ỹ(0)(t) ≡ yn, t ∈ [tn, tn+1]. Для итераций (14
′) можно показать, см. [2, Утв. 4],

что итерации сходятся (т.е. ỹ(m)(t) сходится к решению задачи (13)) при усло-

вии, что выполняется (7) и шаг ∆t > 0 достаточно мал. Также можно показать,
что решение ỹ(m)(t) ограничено по норме и поэлементно неотрицательно для
любых ∆t > 0 [2, Утв. 4],[5, Chapter 10.3]. Как оказывается, в реальных рас-
чётах итерационные соотношения (14′) и (14) дают практически неотличимые
решения, по крайней мере, для интересующих нас задач и используемых ∆t,
см. [2, Утв. 3]. Более того, заметим, что для m = 0 матрица Ãm(t) = A(yn)
постоянна и, следовательно, итерационные решения (14′) и (14) совпадают на
первой итерации. Считать итерациями (14), а не (14′) вычислительно выгодно,
так как решение задачи Коши в (14) можно найти одним вычислением матричной

функции ϕ(−∆tAm),

y(m+1)(tn+1) = yn +∆tϕ(−∆tAm)(ḡ − Amy
n), (15)
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где ϕ(z) = (ez − 1)/z, ϕ(0) = 1. На практике сама матрица ϕ(−∆tAm) не вычис-
ляется, а вычисляется только её произведение на вектор ḡ −Amy

n. Делается это

процедурой на крыловских подпространствах с перезапуском, представленной

в [1].

Таким образом, на каждой внешней нелинейной итерации (14) задача Ко-

ши в (14) решается действием матричной функции ϕ, которое приближённо
вычисляется внутренними итерациями на подпространствах Крылова. Чтобы

отследить эффект неточности, вносимой внутренними итерациями, введём функ-

цию невязки r
(m+1)
lin (t). Эта невязка определяется для приближённого решения

y(m+1)(t) уравнения (14):

r
(m+1)
lin (t) ≡ −Amy

(m+1)(t) + ḡ − (y(m+1)(t))′, t ∈ [tn, tn+1]. (16)

Следовательно, вычисленное итерационное приближение y(m+1)(t) вместо (14)
удовлетворяет возмущённому дифференциальному уравнению

(y(m+1)(t))′ = −Amy
(m+1)(t) + ḡ − r

(m+1)
lin (t), y(m+1)(tn) = yn, t ∈ [tn, tn+1].

(17)

Здесь на невязку r
(m+1)
lin (t) наложим требование

‖r(m+1)
lin (tn+1)‖
‖ḡ − Amyn‖

6 tollin, (18)

где tollin –– допустимая точность, а ‖ḡ − Amy
n‖ –– норма вектора, на который

действует матричная функция ϕ(−∆tAm). Как будет ясно из обсуждения со-
отношения (21) ниже, достаточно задать умеренное значение tollin. Во всех
представленных здесь тестах мы берём tollin = 0.1.

Сходимость итераций (14) можно отслеживать, подставляя итерационное

решение y(m+1)(t) в (13) и оценивая нелинейную невязку

r
(m+1)
nonl (t) ≡ −A(y(m+1)(t))y(m+1)(t) + ḡ − (y(m+1)(t))′

= −A(y(m+1)(t))y(m+1)(t) + ḡ + Amy
(m+1)(t)− ḡ + r

(m+1)
lin (t)

=
[
Am − A(y(m+1)(t))

]
y(m+1)(t) + r

(m+1)
lin (t), t ∈ [tn, tn+1].

(19)

На практике мы вычисляем эту невязку, пренебрегая членом r
(m+1)
lin (t), и оста-

навливаем итерации (14), как только r
(m+1)
nonl (tn+1) достаточно мала по норме

относительно членов правой части уравнения (13):

‖r(m+1)
nonl (tn+1)‖

‖ḡ‖+‖Am+1y(m+1)(tn+1)‖+ε
≈ ‖(Am − Am+1)y

(m+1)(tn+1)‖
‖ḡ‖+‖Am+1y(m+1)(tn+1)‖+ε

6 tolnonl, (20)



– 9 –

где ε –– машинное эпсилон, а tolnonl –– допустимая точность для нелинейных
итераций (14). Во всех представленных здесь тестах бралось tolnonl = 10−2.

Чтобы получить приемлемое решение yn+1 = ỹ(tn+1) задачи (13), для ра-
зумных значений∆t достаточно всего лишь нескольких (обычно одной или двух)
нелинейных итераций (14). Оценим, как внутренняя и внешняя невязки (16),(19)

влияют на точность решения. Пусть ỹ(t), t ∈ [tn, tn+1] –– численное решение (13),
полученное одной нелинейной итерацией (14), для которого критерии сходимо-

сти (18),(20) как внутренних, так и внешних итераций выполнены. Подставляя

ỹ(t) в (4), мы получаем невязку r̃ode(t) решения ỹ(t) по отношению к решаемому

уравнению:

r̃ode(t) ≡ −A(ỹ(t))ỹ(t) + g(t)− ỹ′(t)

= −A(ỹ(t))ỹ(t) + g(t) + A(ỹ(t))ỹ(t)− ḡ + r̃nonl(t), t ∈ [tn, tn+1],
(21)

где r̃nonl(t) –– нелинейная невязка ỹ(t) по отношению к (13), см. (19). Учиты-

вая (19), получаем

r̃ode(t) = g(t)− ḡ + r̃nonl(t)

= g(t)− ḡ + [Am − A(ỹ(t))] ỹ(t) + r̃lin(t), t ∈ [tn, tn+1],
(22)

где r̃lin(t) –– невязка внутренних итераций решения ỹ(t). Как видно из соотно-
шения (18), для получения приемлемо точного решения ỹ(t) должно быть доста-
точно умеренного значения tollin. Действительно, выбор tollin = 0.1 означает,
что r̃lin(t) примерно на порядок меньше по норме, чем члены Amỹ(t)− ḡ. При
этом малость членов (Am−A(ỹ(t)))ỹ(t) по норме обеспечивается условием (20).

Соотношение (22) показывает также, что если ‖g(t) − ḡ‖= O(∆t), t ∈
[tn, tn+1], то ‖r̃ode(t)‖= O(∆t), t ∈ [tn, tn+1]. Тогда, оценивая с помощью невязки

ошибку полученного решения (13) (см., например, последнее соотношение в [8,

раздел I.2.3]), получаем, что схема ЭЭ имеет первый порядок аппроксимации.

Поэтому для схемы ЭЭ можно применить такие же оценку ошибки (11) и выбора

шага по времени (12), как и для схемы ЛИ-М. В представленных ниже тестах для

схемы ЭЭ использовались в точности такие же формулы адаптивного выбора∆t,
с тем лишь очевидным отличием, что предикторное решение схемы ЛИ-М было

заменено решением схемы ЭЭ. При этом наблюдалась квадратичная зависимость

en+1 = O(∆t)2 оценки ошибки en+1, подобная представленной на рис. 1.

2.3. Схема на основе гиперболической модели (ГМ). Пусть ω > 0 –– малый
параметр. Рассмотрим задачу Коши

y′(t) + ωy′′(t) = −A(y(t))y(t) + g(t), y(0) = v, (23)
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приближающую исходную задачу задачу (4). Задачу (23) можно трактовать как

гиперболическую модель нелинейной теплопроводности [4]. Мы интегриру-

ем (23) по времени явной схемой

yn+1 − yn−1

2∆t
+ ω

yn+1 − 2yn + yn−1

(∆t)2
= −A(yn)yn + gn,

y0 = v, y1 = y0 +∆t
(
−A(y0)y0 + g0

)
, n = 1, 2, . . . ,

(24)

которую назовём схемой гиперболической модели (ГМ) [4]. Благодаря искус-

ственно добавленному члену второго порядка ωy′′(t) ограничение на шаг по
времени в (24) гораздо мягче, чем в явной схеме Эйлера для задачи (4). По-

скольку для ω = 0 схема ГМ безусловно (для любого ∆t > 0) неустойчива, ω
должно выбираться не слишком малым. С другой стороны, оно не может быть

взято слишком большим, чтобы задача (23) оставалась разумным приближением

исходной задачи (4). Во всех представленных ниже тестах бралось ω := 20∆t.
Можно оценить, что с таким значением ω максимально допустимый для устой-

чивости шаг по времени схемы ЭЭ примерно в 40 раз превосходит максимально

допустимый шаг по времени явной схемы Эйлера для (4).

3. Численные тесты

В представленных здесь тестах решалась двумерная задача (1) в области

Ω = [0, 1]× [0, 1] с k0 = 1, σ = 2 в (2) и t ∈ [t0, T ] = [0.0001, 0.0051]. Эта задача
имеет точное решение

uexact(x, y, t) =
1
3
√
t

√√√√√max

{
0;

(
1.3− x2+y2

3
√
t

)}
6

, (25)

по которому задаются начальное и краевые условие в (1). В представленных

тестах ошибка вычислялась как относительная сеточная L2 норма ошибки:

error =
‖yn − y(T )‖

‖y(T )‖
,

где yn –– численное решение на конечном временно́м шаге n, а вектор y(T ) со-
стоит из сеточных значений точного решения в конечный момент времени t = T .
Как уже упоминалось, в (10),(20) для нелинейной допустимой точности бра-

лось значение tolnonl = 10−2, для точности в процедуре выбора шага (12) ––

tol∆t = 0.1 · tolnonl = 10−3, а для точности вычисления действий матричной

функции ϕ –– значение tollin = 10 · tolnonl = 0.1. Наибольшая размерность
подпространства Крылова при вычислении матричной функции ϕ выбиралась
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Таблица 1. Значения ошибки и затраты, выраженные числом вычислений матри-

цы A(y) и матрично-векторных произведений (матвеков) с A(y) для трёх схем
на сетках по пространству 64× 64 и 128× 128. В таблице ‘‘—’’ означает, что

схема не запускалась, «нет сходимости» относится к нелинейным итерациям (9).

∆t схема ЛИ-М схема ЭЭ схема ГМ
ошибка,

вычисления A
ошибка,

вычисления A
ошибка,

вычисления A
(матвеки) (матвеки) (матвеки)

сетка 64× 64, maxt∈[t0,T ]‖A(y(t))‖1≈ 3.3 · 106

5e-07 — —
1.54e-02,

10000 (10000)

1e-06
1.25e-02,
5000 (7306)

1.20e-02,
5000 (5079)

1.96e-02,
5000 (5000)

5e-06
1.19e-02,
1003 (3207)

1.16e-02,
1038 (1601)

6.62e-02,
1000 (1000)

1e-05
1.18e-02,
557 (2295)

1.17e-02,
613 (1806)

1.26e-01,
500 (500)

5e-05 нет сходимости
1.75e-02,
479 (4164)

неустойчивость

адаптивно
1.14e-02,
862 (2182)

1.05e-02,
398 (1074)

сетка 128× 128, maxt∈[t0,T ]‖A(y(t))‖1≈ 1.3 · 107

5e-07 — —
1.10e-02,

10000 (10000)

1e-06
7.54e-03,
5000 (15556)

7.20e-03,
5000 (6135)

1.62e-02,
5000 (5000)

5e-06
7.21e-03,
1040 (5716)

7.51e-03,
1103 (4129)

6.58e-02, 1000
(1000)

1e-05
7.13e-03,
677 (6173)

8.52e-03,
732 (5210)

1.28e-01,
500 (500)

5e-05 нет сходимости
2.51e-02,
1045 (18403)

неустойчивость

адаптивно
6.88e-03,
1342 (4854)

7.03e-03,
740 (2767)

равной 30. Во всех тестах с адаптивным выбором шага ∆t изначально зада-

валось значение ∆t = 10−6. Вектор ḡ выбирался на каждом шаге n равным

(g(tn) + g(tn+1))/2.
Результаты тестов представлены в табл. 1 (для сеток по пространству 64×64

и 128× 128) и табл. 2 (для сеток с меньшим шагом h). Для схем ЛИ-М и ЭЭ с
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Таблица 2. Значения ошибки и затраты, выраженные числом вычислений матри-

цы A(y) и матрично-векторных произведений (матвеков) с A(y) для трёх схем
на сетках по пространству 256× 256, 512× 512 и 1024× 1024. В таблице ‘‘—’’

означает, что схема не запускалась, «нет сходимости» относится к нелинейным

итерациям (9).

∆t схема ЛИ-М схема ЭЭ схема ГМ
ошибка,

вычисления A
ошибка,

вычисления A
ошибка,

вычисления A
(матвеки) (матвеки) (матвеки)

сетка 256× 256, maxt∈[t0,T ]‖A(y(t))‖1≈ 5.3 · 107

1e-07 — —
4.02e-03,

50000 (50000)

5e-07 — —
8.09e-03,

10000 (10000)

1e-06
3.22e-03,
5000 (27700)

3.34e-03,
5000 (12746)

1.43e-02,
5000 (5000)

5e-06
3.20e-03,
1162 (13586)

5.88e-03,
1202 (10800)

неустойчивость

1e-05
3.54e-03,
873 (18059)

9.51e-03,
1067 (17955)

5e-05 нет сходимости
3.76e-02,

2759 (106907)

адаптивно
2.87e-03,
2128 (11650)

4.75e-03,
1326 (7220)

сетка 512× 512, maxt∈[t0,T ]‖A(y(t))‖1≈ 2.1 · 108

1e-07 — —
2.39e-03,

50000 (50000)

2.5e-07 — —
4.03e-03,

20000 (20000)

5e-07 — — неустойчивость

адаптивно
1.54e-03,
3476 (28816)

4.60e-03,
2316 (18463)

сетка 1024× 1024, maxt∈[t0,T ]‖A(y(t))‖1≈ 8.4 · 108

5e-08 — —
1.21e-03,
105 (105)

1e-07 — — неустойчивость

адаптивно
9.86e-04,
5762 (72366)

5.06e-03,
3970 (45965)



– 13 –

0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005
0

5e-06

1e-05

1.5e-05

2e-05

2.5e-05

t

∆
t

LI-M scheme, 256× 256 grid

average ∆t = 4.70e-06

0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005
0

5e-06

1e-05

1.5e-05

2e-05

2.5e-05
EE scheme, 256× 256 grid

∆
t

t

average ∆t = 7.53e-06

Рис. 2. Адаптивно выбранные значения ∆t в зависимости от времени для схем
ЛИ-М (левый график) и ЭЭ (правый график), сетка 256× 256.

фиксированным ∆t видим, что вычислительные затраты зависят от ∆t немо-
нотонно, каждая схема имеет оптимальное значение ∆t, для которого затраты
наиболее низкие. Следовательно, чтобы минимизировать затраты, разумно при-

менить подходящую процедуру выбора шага. Мы также видим, что для обеих

схем алгоритм адаптивного выбора шага по времени работает хорошо и при-

водит к существенному снижению затрат на всех сетках по пространству. По

этой причине результаты для схем ЛИ-М и ЭЭ, полученные на мелких сетках

512× 512 и 1024× 1024, показаны только для адаптивно выбранного∆t (так же
как и на остальных сетках, затраты для фиксированных ∆t выше). На рис. 2 для
сетки 256× 256 представлены графики зависимости адаптивных значений ∆t
от времени.

Сравнивая результаты схемы ГМ с результатами двух других схем на сетках

размером не более 256× 256, мы видим, что схема ГМ менее эффективна для

малых значений шага∆t и даёт менее точные результаты для бо́льших значений

шага. Графики на рис. 3 подтверждают, что ошибка в схеме ГМ действительно

может быть значительной. На сетках размером более 256× 256 схема ГМ тре-

бует сравнимое количество матвеков, но гораздо менее эффективна по числу

вычислений A(y).
Сравнивая результаты схем ЛИ-М и ЭЭ, видим что схема ЭЭ более эффек-

тивна, чем схема ЛИ-М, но даёт менее точные решения на самых мелках сетках

512×512 и 1024×1024. Меньшие значения tolnonl в схеме ЭЭ восстанавливают

точность схемы, при этом число вычислений матрицы A(y) и число вычислений
матвеков с A в схеме ЭЭ слегка превосходят эти величины в схеме ЛИ-М.
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Рис. 3.Абсолютная ошибка численного решения схемы ГМ (левый график) и схе-

мы ЭЭ (правый график), сетка 256× 256. Затраты схемы ГМ (шаг ∆t = 1e-06):
5000 вычислений A(y) и 5000 матвеков c A(y). Затраты схемы ЭЭ (адаптивно

выбираемый ∆t): 1326 вычислений A(y) и 7220 матвеков c A(y). Ошибка до-
стигает значений ≈ 0.25 (≈ 10% от максимальных значений решения) в схеме

ГМ и ≈ 0.085 (≈ 3.5% от максимальных значений решения) в схеме ЭЭ. Зна-

чения относительной сеточной L2 нормы ошибки для схем ГМ и ЭЭ (данные

приведены также в табл. 2) равны соответственно 1.43e-02 и 4.75e-03.

4. Выводы

Проведено сравнение трёх явных схем интегрирования по времени для ре-

шения нелинейных задач теплопроводности. Для двух схем, монотонной схемы

локальных итераций (ЛИ-М) и экспоненциальной эйлеровой схемы (ЭЭ), мы

предложили алгоритм адаптивного выбора шага по времени. Представленные

численные тесты показывают, что адаптивный выбор шага позволяет существен-

но снизить вычислительные затраты как в схеме ЛИ-М, так и в схеме ЭЭ. Для

рассмотренной тестовой задачи схемы ЛИ-М и ЭЭ превосходят схему гипербо-

лической модели (ГМ) как по точности, так и по вычислительной работе. Схемы

ЛИ-М и ЭЭ оказываются примерно равными по вычислительным затратам при

одинаковых требованиях к точности.
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