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Ñîëîìåíöåâà Ï.Â.
×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå íàãðóæåíèÿ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèè ýëåêòðî-

ìàãíèòíîãî óñêîðèòåëÿ ìàññ ìåòîäîì ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà ñ íåçàâèñèìîé
êîíòàêòíîé ãðàíèöåé

Ðàññìîòðåíî ðåøåíèå çàäà÷è ìóëüòèêîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåìåí-
òîâ êîíñòðóêöèè âíóòðè êàíàëà ýëåêòðîìàãíèòíîãî óñêîðèòåëÿ ìàññ ðåëüñî-
âîãî òèïà. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèé çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè âûáðàí
ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, äëÿ ó÷åòà êîíòàêòíûõ óñëîâèé � ìåòîä ìíîæè-
òåëåé Ëàãðàíæà ñ íåçàâèñèìîé êîíòàêòíîé ãðàíèöåé. Ïðîâåäåííûå ðàñ÷åòû
ïîçâîëèëè íàéòè êîíòàêòíûå ãðàíèöû ìåæäó ýëåìåíòàìè êîíñòðóêöèé, îïðå-
äåëèòü ïîëîæåíèÿ êîíöåíòðàòîðîâ íàïðÿæåíèé è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû
äëÿ àíàëèçà ïðî÷íîñòè è íàäåæíîñòè êîíñòðóêöèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîíòàêòíàÿ çàäà÷à, ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ìåòîä
ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, íåçàâèñèìàÿ êîíòàêòíàÿ ãðàíèöà, ýëåêòðîìàãíèòíûé
óñêîðèòåëü.

Polina Vladimirovna Solomentseva
Numerical modeling of the electromagnetic accelerator structural elements

loading using the Lagrange multiplier method with a detached contact boundary

The solution of the multicontact interaction problem of structural elements
inside the barrel of a railgun-type electromagnetic mass accelerator is considered.
The �nite element method is chosen for approximating the equations of elasticity
theory, while the Lagrange multiplier method with a detached contact boundary
is used to account for contact conditions. The performed calculations made it
possible to determine the contact boundaries between structural elements, identify
stress concentration zones and provide data for strength and reliability analysis
of the structures.

Key words: contact problem, �nite element method, Lagrange multiplier,
detached boundary, railgun.



1. Ââåäåíèå

Êîíòàêòíûå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ âàæíîé è àêòóàëüíîé îáëàñòüþ èññëåäîâà-
íèé â ìåõàíèêå, ôèçèêå, èíæåíåðíûõ íàóêàõ è ìíîãèõ äðóãèõ ïðèêëàäíûõ
äèñöèïëèíàõ. Îñîáåííî çíà÷èìû îíè â òåõ ñèòóàöèÿõ, ãäå ôèçè÷åñêèå òåëà
âçàèìîäåéñòâóþò ïîä äåéñòâèåì áîëüøèõ íàãðóçîê, ñêîðîñòåé èëè òåìïåðà-
òóð � êàê, íàïðèìåð, â ñëó÷àå ðàáîòû ýëåêòðîìàãíèòíîãî óñêîðèòåëÿ ìàññ
ðåëüñîâîãî òèïà.

Ýëåêòðîìàãíèòíûé óñêîðèòåëü ìàññ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñòðîéñòâî, â êî-
òîðîì ìåòàåìîå òåëî (ÿêîðü èëè ñíàðÿä) ðàçãîíÿåòñÿ çà ñ÷¼ò ýëåêòðîìàãíèò-
íûõ ñèë, âîçíèêàþùèõ ìåæäó òîêîïðîâîäÿùèìè ðåëüñàìè è ñàìèì òåëîì.
Â ïðîöåññå óñêîðåíèÿ ïðîèñõîäèò èíòåíñèâíîå êîíòàêòíîå âçàèìîäåéñòâèå
ìåæäó òåëîì è ðåëüñàìè, ñîïðîâîæäàåìîå âûñîêèìè òîêàìè, ìåõàíè÷åñêèìè
íàãðóçêàìè è òåïëîâûìè ýôôåêòàìè. Ýòî âçàèìîäåéñòâèå ìîæåò ïðèâîäèòü
ê ñóùåñòâåííûì íàïðÿæåíèÿì, äåôîðìàöèÿì è äàæå ðàçðóøåíèþ êîíñòðóê-
òèâíûõ ýëåìåíòîâ óñêîðèòåëÿ � ïðåæäå âñåãî êàíàëà ñ ðåëüñàìè.

Äëÿ îöåíêè ðàáîòîñïîñîáíîñòè òàêèõ ñèñòåì âàæíî ïðîâîäèòü ìîäåëèðî-
âàíèå êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ó÷¼òîì âñåõ ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ôàê-
òîðîâ. Ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ â êîíòàêòíûõ çîíàõ, âîçíèêàþùèõ ïðè ðàáî-
òå ýëåêòðîìàãíèòíîãî óñêîðèòåëÿ ìàññ, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñëîæíóþ çàäà÷ó
ñ âûðàæåííîé íåëèíåéíîñòüþ, ãäå äîïîëíèòåëüíî òðåáóåòñÿ òî÷íîå îïðåäå-
ëåíèå îáëàñòè êîíòàêòà è âîçíèêàþùèõ êîíòàêòíûõ ñèë. Îäíèì èç øèðî-
êî ïðèìåíÿåìûõ êëàññîâ ìåòîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ ïîäîáíîé çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ
mortar-ìåòîäû [1�4], íà îñíîâå êîòîðûõ áûëè ðàçðàáîòàíû áîëåå òî÷íûå è
óñòîé÷èâûå ìîäèôèêàöèè [5,6]. Òàêæå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû, îñíîâàííûå íà
äåêîìïîçèöèè îáëàñòè [7]. Â íàñòîÿùåì èññëåäîâàíèè ðåàëèçîâàí àëüòåðíà-
òèâíûé ïîäõîä � ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà ñ èñïîëüçîâàíèåì íåçàâèñè-
ìîé êîíòàêòíîé ãðàíèöû, îáëàäàþùèé ðÿäîì ïðåèìóùåñòâ ïî ñðàâíåíèþ ñ
óêàçàííûìè ìåòîäàìè [8].

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ìîäåëèðîâàíèþ êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó ìåòàåìûì òåëîì è òîêîïðîâîäÿùèìè ðåëüñàìè â ýëåêòðîìàãíèòíîì
óñêîðèòåëå ìàññ. Â êà÷åñòâå ìåòîäà äëÿ ó÷åòà êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà ñ íåçàâèñèìîé êîíòàêòíîé ãðà-
íèöåé. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïîçâîëÿþò âûÿâèòü ó÷àñòêè, â êîòîðûõ
ñîñðåäîòà÷èâàþòñÿ íàèáîëüøèå íàïðÿæåíèÿ, ÷òî ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî
ïðè êîíñòðóêòèâíîé îïòèìèçàöèè óñòðîéñòâà. Ïî äàííîé òåìå ïðåäñòàâëåíû
ðàáîòû [7,9�13].

2. Çàäà÷à î íàãðóæåíèè êàíàëà ýëåêòðîìàãíèòíîãî

óñêîðèòåëÿ ìàññ

Ýëåêòðîìàãíèòíûé óñêîðèòåëü ìàññ (ÝÌÓ) èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðàçãîíà òå-
ëà (ÿêîðÿ) ïîä äåéñòâèåì ñèëû Àìïåðà [9]. Òàêèå óñòðîéñòâà ïðèìåíÿþò äëÿ
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èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ òâåðäîãî òåëà ïðè âûñîêèõ ñêîðîñòÿõ, à òàêæå êàê
ïåðñïåêòèâíûé ìåõàíèçì ðàçãîíà òåë, íàïðèìåð, ïðè îñóùåñòâëåíèè êîñìè-
÷åñêèõ ïîëåòîâ [14]. Ïðèíöèïèàëüíàÿ ñõåìà óñòðîéñòâà ïðåäñòàâëåíà íà ðè-
ñóíêå 1.

Ðèñ. 1. Áàçîâàÿ ñõåìà ÝÌÓ

Òîêîïðîâîäÿùèå ðåëüñû, âäîëü êîòîðûõ ðàçãîíÿåòñÿ ÿêîðü, ïîìåùàþò â
êàíàë, çàäà÷à ñòåíîê êîòîðîãî îáåñïå÷èòü æåñòêîñòü è ïðî÷íîñòü êîíñòðóê-
öèè. Êàíàë, êàê ïðàâèëî, èçãîòàâëèâàþò èç êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ. Ïðè
ýòîì â ñèëó âûñîêîé ñòîèìîñòè íàòóðíîãî ýêñïåðèìåíòà îñîáåííî âîñòðåáî-
âàííûì ÿâëÿåòñÿ êîíñåðâàòèâíûé ðàñ÷åò óñòðîéñòâà, ïðè êîòîðîì ïðèíèìà-
þò ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ âîçíèêàþùèõ íàãðóçîê. Íàèáîëåå èíòåíñèâíûå
íàãðóçêè ïðè ðàáîòå èñïûòûâàþò ñòåíêè êàíàëà ÝÌÓ, êîòîðûé, êàê ïðà-
âèëî, ñîñòîèò èç òîêîïðîâîäÿùèõ ðåëüñîâ, èçîëÿòîðîâ è ñèëîâûõ îáîëî÷åê.
Äëÿ îöåíêè ïðî÷íîñòè è ðàáîòîñïîñîáíîñòè ÝÌÓ íà ñòàäèè ïðîåêòèðîâàíèÿ
íåîáõîäèìî èññëåäîâàíèå íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ êàíàëà.

Ðàññìîòðèì ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå êàíàëà ÝÌÓ (ðèñ. 2). Êàíàë ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé öèëèíäð, ñîñòîÿùèé èç äâóõ ñëîåâ. Íà âíåøíåì ñëîå íàìîòàíà ñèëîâàÿ
îáîëî÷êà, ñîñòîÿùàÿ èç ïîëèìåðíûõ êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ. Âî âíóò-
ðåííåì ñëîå íàõîäÿòñÿ òîêîïðîâîäÿùèå ðåëüñû è èçîëÿòîð, íå ïðîâîäÿùèé
òîê.

Ïðè ðàáîòå ýëåêòðîìàãèòíîãî óñêîðèòåëÿ âîçíèêàþò âûñîêîèíòåíñèâíûå
äèíàìè÷åñêèå íàãðóçêè, äåéñòâóþùèå íà ýëåìåíòû êàíàëà. Ïðè ïðîõîæäå-
íèè èìïóëüñà ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà ïî ðåëüñàì âîçíèêàåò ñèëà F⃗ = (Fx, Fy, 0).
Âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòà ðàñòàëêèâàåò ðåëüñû, à ãîðèçîíòàëüíàÿ � ïðèòÿ-
ãèâàåò. Ïîä äåéñòâèåì ýòèõ ñèë ðåëüñ âæèìàåòñÿ â èçîëÿòîð, äåôîðìèðóÿ
åãî è ñëåäóþùóþ çà íèì ñèëîâóþ îáîëî÷êó, âîçíèêàåò êîíòàêòíîå âçàèìîäåé-
ñòâèå ìåæäó òåëàìè. Ïîñêîëüêó â êîíòàêò âñòóïàþò íå äâà òåëà, à áîëüøå,
òàêèå çàäà÷è íàçûâàþò ìóëüòèêîíòàêòíûìè.

Ýëåìåíòû êîíñòðóêöèè ÝÌÓ ñîñòîÿò, êàê ïðàâèëî, èç ðàçíûõ ìàòåðèàëîâ
ñ ðàçíûìè ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Òàê, íàïðèìåð, ìàòåðèàë äëÿ
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Ðèñ. 2. Ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå êàíàëà ýëåêòðîìàãíèòíîãî óñêîðèòåëÿ

òîêîïðîâîäÿùèõ ðåëüñîâ, â êà÷åñòâå êîòîðîãî ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ âûñîêîëå-
ãèðîâàííàÿ ñòàëü èëè ìåäü, ìîæíî ñ÷èòàòü èçîòðîïíûì. Îäíàêî ìàòåðèàëû
èçîëÿòîðîâ è ñèëîâîé îáîëî÷êè òàêîâûìè ñ÷èòàòü óæå íåëüçÿ [9]. Èçîëÿ-
òîðû ìîãóò áûòü èçãîòîâëåíû èç ïîëèìåðíûõ êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ
(ÏÊÌ), íå ïðîâîäÿùèõ òîê. Ñèëîâàÿ îáîëî÷êà òàêæå ìîæåò áûòü èçãîòîâ-
ëåíà èç âîëîêíèñòîãî ÏÊÌ, íî ïîëó÷åííîãî ìåòîäîì íåïðåðûâíîé íàìîòêè.
ÏÊÌ îáëàäàþò ñâîéñòâàìè àíèçîòðîïèè, ïðè÷åì ÿðêî âûðàæåííîãî õàðàê-
òåðà. Åñòü èññëåäîâàíèÿ (íàïðèìåð, [15, 16]), ïîêàçûâàþùèå, ÷òî ñâîéñòâà
âîëîêíèñòûõ ÏÊÌ ñ ðåãóëÿðíîé ñòðóêòóðîé çíà÷èòåëüíî îòëè÷àþòñÿ ïî íà-
ïðàâëåíèþ âîëîêîí è â ïåðïåíäèêóëÿðíîì èì íàïðàâëåíèè, à çíà÷èò, òàêîé
ìàòåðèàë íåîáõîäèìî ñ÷èòàòü îðòîòðîïíûì. Â èçîëÿòîðå íàïðàâëåíèÿ îðòî-
òðîïèè îäèíàêîâû â êàæäîé òî÷êå òåëà. Ñèëîâàÿ îáîëî÷êà ýëåêòðîìàãíèò-
íîãî óñêîðèòåëÿ, èçãîòîâëåííàÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà íåïðåðûâíîé íàìîòêè,
èìååò ðàçëè÷íûå îñè îðòîòðîïèè â êàæäîé òî÷êå òåëà.

3. Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ äåôîðìèðîâàíèå òâåðäûõ òåë â ðàìêàõ
èñêëþ÷èòåëüíî òåîðèè óïðóãîñòè. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êîíòàêòíîé çàäà-
÷è ñîñòîèò èç äâóõ ñîñòàâíûõ ÷àñòåé: ïåðâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèé è ñîîòíîøåíèé
îòâå÷àåò çà óïðóãóþ äåôîðìàöèþ òåë, âòîðàÿ � çà èõ êîíòàêòíîå âçàèìîäåé-
ñòâèå.

3.1. Ìîäåëü óïðóãîãî äåôîðìèðîâàíèÿ òåë

Â ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïåðåìåùåíèÿ è èõ ãðà-
äèåíòû íàñòîëüêî ìàëû, ÷òî íåò ðàçëè÷èÿ ìåæäó èõ ëàãðàíæåâûì è ýéëåðî-
âûì ïðåäñòàâëåíèÿìè [17,18].
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Çàäà÷à òåîðèè óïðóãîñòè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â òðåõ ïîñòàíîâêàõ: â
ïåðåìåùåíèÿõ, ãäå íåèçâåñòíûìè âåëè÷èíàìè ÿâëÿþòñÿ ïåðåìåùåíèÿ, â íà-
ïðÿæåíèÿõ, ãäå àíàëîãè÷íî íåèçâåñòíûìè áóäóò íàïðÿæåíèÿ, è â ñìåøàííîì
ôîðìàòå. Â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ïåðâàÿ ïîñòàíîâêà, à èìåííî ðåøà-
åòñÿ çàäà÷à òåîðèè óïðóãîñòè â ïåðåìåùåíèÿõ.

3.1.1. Ôóíäàìåíòàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ òåîðèè óïðóãîñòè

Çàäà÷à òåîðèè óïðóãîñòè ñîñòîèò èç óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ, ñîîòíîøåíèé
Êîøè è îáîáùåííîãî çàêîíà Ãóêà [18,19]. Ðàññìîòðèì èõ ïîäðîáíåå.

Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðîèçâîëüíîãî îáúåìà ñïëîøíîé ñðåäû ïîä äåé-
ñòâèåì âíóòðåííèõ è âíåøíèõ ñèë èìåþò âèä (çäåñü è äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ
ñóììèðîâàíèå ïî ïîâòîðÿþùåìóñÿ èíäåêñó, èíäåêñ ìåíÿåòñÿ îò 1 äî 3) [17]

σji,j + ρbi = 0, (1)

ãäå σ � òåíçîð íàïðÿæåíèé, îáëàäàþùèé ñâîéñòâàìè ñèììåòðèè, b � ìàññî-
âûå ñèëû, âîçäåéñòâóþùèå íà òåëî, ρ � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà.

Äåôîðìàöèè ñïëîøíîé ñðåäû îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè Êîøè, êîòî-
ðûå â ïðåäïîëîæåíèè ìàëîñòè ãðàäèåíòîâ ïåðåìåùåíèé çàïèñûâàåòñÿ â âè-
äå [17]

εij =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
. (2)

Òðåòüèì áàçîâûì ñîîòíîøåíèåì òåîðèè óïðóãîñòè ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûé
çàêîí Ãóêà, êîòîðûé âûðàæàåò ñâÿçü ìåæäó òåíçîðàìè íàïðÿæåíèé è äåôîð-
ìàöèé [17]:

σij = Cijkmεkm, (3)

ãäå Cijkm � òåíçîð óïðóãèõ êîíñòàíò, êîòîðûé çàâèñèò îò ñâîéñòâ êîíêðåòíîãî
ìàòåðèàëà.
Çàäàíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â îáùåì ñëó÷àå.
Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè ìîãóò áûòü çàäàíû ñëå-

äóþùèì îáðàçîì.
1) Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïåðâîãî ðîäà (êèíåìàòè÷åñêèå)

u(M) · v(M) = uM ,

îçíà÷àþùèå, ÷òî â òî÷êå M ïåðåìåùåíèå â íàïðàâëåíèè v ðàâíî çíà÷åíèþ
uM . ×àñòî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïåðâîãî ðîäà èñïîëüçóþòñÿ äëÿ çàêðåïëåíèÿ
òåëà, òàê, íàïðèìåð, óñëîâèå ux(M) = 0 áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî òåëî â òî÷êå M
çàôèêñèðîâàíî ïî ãîðèçîíòàëè.

2) Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ âòîðîãî ðîäà (ñèëîâûå)

σij · nj = F i,
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ãäå nj � íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû ìåæäó íîðìàëüþ ê ïîâåðõíîñòè Sσ â äàí-
íîé òî÷êå è îñüþ êîîðäèíàò xj, F

i � ïðîåêöèè ïîâåðõíîñòíûõ ñèë íà îñü xi
â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå.

3) Ñìåøàííàÿ êîìáèíàöèÿ ïåðâûõ äâóõ òèïîâ óñëîâèé.

3.2. Ìîäåëèðîâàíèå êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ

Ðàññìîòðèì ìîäåëèðîâàíèå êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ íà ïðèìåðå äâóõ
òåë B1 è B2, âîøåäøèõ â êîíòàêò ïîä âîçäåéñòâèåì ïðèëîæåííûõ íàãðóçîê
PB1

è PB2
(ðèñ. 3). Îáîçíà÷èì êîíòàêòíóþ ïîâåðõíîñòü ΓC . Â ðàìêàõ ìî-

äåëèðîâàíèÿ êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ íà ΓC òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå äâóõ
áàçîâûõ óñëîâèé [20]:

1) Òåëà íå äîëæíû ïðîíèêàòü äðóã â äðóãà. ×òîáû ââåñòè ýòî óñëîâèå â
íàøó ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü, îáîçíà÷èì g çàçîð ìåæäó òåëàìè B1 è B2 è
ïîòðåáóåì åãî íåîòðèöàòåëüíîñòè [20]:

g(1) = min
x(2)∈Γ(2)

(x(1) − x(2)) · n(1) ≥ 0, x(1) ∈ Γ(1), (4)

ãäå Γ(1) � ïîâåðõíîñòü òåëà B1, îáðàùåííàÿ ê B2, Γ
(2) � ïîâåðõíîñòü òåëà B2,

îáðàùåííàÿ êB1,n
(1) � âíåøíÿÿ íîðìàëü â òî÷êå x(1) ê ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà

äëÿ òåëà B1, g
(1) � çàçîð ìåæäó òåëîì B2 è òî÷êîé x(1). Åñëè õîòÿ áû äëÿ

îäíîé òî÷êè òåëà B1 çàçîð ðàâåí íóëþ, òî òåëà ñ÷èòàþòñÿ íàõîäÿùèìèñÿ â
êîíòàêòå.

Ðèñ. 3. Ìåõàíè÷åñêèé êîíòàêò äâóõ òåë

Äëÿ ó÷åòà ïåðâîãî áàçîâîãî óñëîâèÿ êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ íà ãðàíè-
öå êîíòàêòà ΓC íîðìàëüíûå êîìïîíåíòû ïåðåìåùåíèé äîëæíû áûòü ðàâíû:

u(B1)
n |ΓC

= u(B2)
n |ΓC

. (5)

2) Óñëîâèå ðàâíîãî ñèëîâîãî âîçäåéñòâèÿ òåë âäîëü ΓC äðóã íà äðóãà. Äëÿ
ó÷åòà âòîðîãî áàçîâîãî óñëîâèÿ êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ âäîëü ΓC íîð-
ìàëüíûå êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé äîëæíû áûòü ðàâíû (ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó-
÷àé áåç òðåíèÿ):

σ(B1)
n |ΓC

= σ(B2)
n |ΓC

. (6)
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4. ×èñëåííûé ìåòîä

Â êà÷åñòâå áàçîâîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà âûáðàí ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåí-
òîâ íà òðåóãîëüíûõ ýëåìåíòàõ ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ [21, 22]. Ñîãëàñíî
ýòîìó ìåòîäó ïðåäñòàâèì ÷èñëåííîå ðåøåíèå u â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñó

êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà: u =
n∑

i=1

Niui.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îïðåäåëÿþùåé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èñïîëüçîâàí
ìåòîä ìèíèìèçàöèè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, ñîãëàñíî êîòîðîìó èñõîäíàÿ çà-
äà÷à ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â èíòåãðàëüíîé ôîðìå ÷åðåç ôóíêöèîíàë F ,
çàâèñÿùèé îò èñêîìûõ êîìïîíåíò ïåðåìåùåíèé. Ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé
îí áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

F = Π− A1 − A2 =
1

2

�

V

σijεijdV −
�

V

QudV −
�

S

PudS, (7)

ãäå A1 � ðàáîòà îáúåìíûõ ñèë Q, A2 � ðàáîòà ïîâåðõíîñòíûõ ñèë P , Π �
ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äåôîðìàöèè òåë, u � âåêòîð ïåðåìåùåíèé.

Ñîãëàñíî ìåòîäó ìèíèìèçàöèè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ïðèðàâíÿåì ïåðâóþ
âàðèàöèþ ôóíêöèîíàëà (7) ê íóëþ è ïîëó÷èì

δF = δΠ− δA1 − δA2 = 0. (8)

Òîãäà ñ ó÷åòîì çàêîíà Ãóêà è ñîîòíîøåíèé Êîøè â ìàòðè÷íîé ôîðìå (8)
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

δF = δ

1

2

�

V

εTDεdV

− δ

�

V

QudV

− δ

�

S

PudS

 =

=
1

2
δ

�

V

(uTBTDBudV

− δ

�

V

QudV

− δ

�

S

PudS

 = 0. (9)

Ðàçäåëèì ðàñ÷åòíóþ îáëàñòü íà êîíå÷íûå ýëåìåíòû Ve, e = 1,m. Ýëåìåíò-
íàÿ ìàòðèöà æåñòêîñòè è ýëåìåíòíûé âåêòîð ïðàâîé ÷àñòè èìåþò âèä

ke =

�

V e

BT
NDBNdV, (10)

f e =

�

V e

(N e)TQdV +

�

Se

(N e)TPdS, (11)

ãäå BN = BN � ìàòðèöà ïðîèçâîäíûõ îò ôóíêöèé ôîðì, à ïîëíàÿ ñèñòåìà
ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðèìåò âèä

Ku = F, K =
m∑
e=1

ke, F =
m∑
e=1

f e. (12)
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5. Ó÷åò êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ

Äëÿ ó÷åòà êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ âûáðàí ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàí-
æà. Ñîãëàñíî ýòîìó ìåòîäó ê ôóíêöèîíàëó ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè Π èç (8)
íåîáõîäèìî äîáàâèòü èíòåãðàë âèäà

WC =

�

ΓC

Λ · (x(1) − x(2))dΓ, (13)

ãäå Λ � ôóíêöèÿ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, ΓC � êîíòàêòíàÿ ãðàíèöà ìåæäó
êîíòàêòèðóþùèìè òåëàìè 1 è 2, x(i) = X(i) + u(i) � àêòóàëüíûå ïîëîæåíèÿ
ñõîäñòâåííûõ òî÷åê (òî åñòü òî÷åê, ìåæäó êîòîðûìè ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿ-
íèå) òåë i = 1, 2 íà ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà, X(i) è u(i) � èñõîäíûå ïîëîæåíèÿ
è ïîëó÷àåìûå ïåðåìåùåíèÿ ñõîäñòâåííûõ òî÷åê ñîîòâåòñòâåííî.

Çàïèøåì âàðèàöèþ êîíòàêòíîãî èíòåãðàëà WC â âèäå

δWC =

�

ΓC

δΛ · (x(1) − x(2))dΓ−
�

ΓC

Λ · (δx(1) − δx(2))dΓ (14)

è ïîëó÷èì íîâîå ðàâåíñòâî äëÿ íàõîæäåíèÿ ìèíèìóìà ïîòåíöèàëüíîé ýíåð-
ãèè â âèäå

δF = δΠ− δA1 − δA2 + δWC = 0. (15)

Äëÿ ÷èñëåííîãî âçÿòèÿ èíòåãðàëà âî âòîðîì ñëàãàåìîì â ôîðìóëå (14)
íåîáõîäèìî âûïîëíèòü äèñêðåòèçàöèþ ôóíêöèè Λ, íàïðèìåð, â âèäå ðàçëî-
æåíèÿ Λ ≈

∑
λiNλi, i = 1, k, ãäå êîýôôèöèåíòû λi � ìíîæèòåëè Ëàãðàí-

æà, à ôóíêöèè Nλi îáðàçóþò áàçèñ íà êîíòàêòíîé ãðàíèöå ΓC è ìîãóò áûòü
âûáðàíû ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè [8]. Ñòàíäàðòíîé äëÿ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ íåïðåðûâíûõ êóñî÷íî-
ëèíåéíûõ ôóíêöèé. Îäíàêî ôóíêöèÿ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà ïî ñóòè èìå-
åò ñìûñë ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíûõ êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé íà ãðàíèöå
êîíòàêòà, à íàïðÿæåíèÿ çàâèñÿò îò ïðîèçâîäíûõ ïåðåìåùåíèé u, ïîýòîìó
ëîãè÷íî âûáèðàòü ñïîñîá àïïðîêñèìàöèè â òîì æå ïðîñòðàíñòâå, êîòîðîìó
ïðèíàäëåæàò ïðîèçâîäíûå ðåøåíèÿ. Äëÿ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ ýëå-
ìåíòàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà ýòî êóñî÷íî-ïîñòîÿííûå ôóíêöèè, â ñëó÷àå ýëåìåí-
òîâ âòîðîãî ïîðÿäêà � êóñî÷íî-ëèíåéíûå ñ ðàçðûâàìè íà ðåáðàõ ýëåìåíòîâ.
Â ðàáîòå [8] ïîäðîáíî îïèñàíû âèäû àïïðîêñèìàöèè ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà.

Ñ ó÷åòîì ñêàçàííîãî äèñêðåòèçàöèþ (14) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

δWC ≈
�

ΓC

n(1)∑
j=1

N
(1)
j (X

(1)
j + u

(1)
j )−

n(2)∑
s=1

N (2)
s (X(2)

s + u(2)s )

 k∑
i=1

NλiδλidΓ−

−
�

ΓC

k∑
i=1

Nλiλi

n(1)∑
j=1

N
(1)
j δ(X

(1)
j + u

(1)
j )−

n(2)∑
s=1

N (2)
s δ(X(2)

s + u(2)s )

 dΓ, (16)
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ãäå n(1), n(2) � ðàçìåðíîñòü áàçèñà äëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî òåëà ñîîòâåòñòâåííî,

N
(1)
i , N

(2)
i � ôóíêöèè ôîðìû äëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî òåëà.

Òàê êàê â (14) êîýôôèöèåíòû δui è δλi íå çàâèñÿò äðóã îò äðóãà, òî â
âåêòîð íåèçâåñòíûõ äîáàâëÿþòñÿ íîâûå ïåðåìåííûå ïî êîëè÷åñòâó èñïîëüçó-
åìûõ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà.

Ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà ðàñ÷åòà ñ íåçàâèñèìîé êîíòàêòíîé ãðàíèöåé áîëåå
ïîäðîáíî îïèñàíà â [8].

6. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ

Ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû ñ èñïîëüçîâàíèåì àâòîðñêîãî ïðîãðàììíîãî êîìïëåê-
ñà íà ÿçûêå Ñ++. Â ñèëó ñèììåòðèè êîíñòðóêöèè êàíàëà ýëåêòðîìàãíèòíîãî
óñêîðèòåëÿ ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü íà ÷åòâåðòîé ÷àñòè îáëàñòè. Çàäà÷à ïðèâå-
äåíà â áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðàõ. Ïðåäëîæåíî ñ÷èòàòü, ÷òî òîêîïðîâîäÿùèå
ðåëüñû èçãîòîâëåíû èç èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà (ñòàëü), ìàòåðèàë èçîëÿòîðà
ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê òðàíñâåðñàëüíî-îðòîòðîïíûé ñ îñÿìè îðòîòðîïèè, ñîâ-
ïàäàþùèìè ñ îñÿìè êîîðäèíàò X, Y (ñòåêëîòåêñòîëèò), à ìàòåðèàë ñèëîâîé
îáîëî÷êè òàêæå ñ÷èòàåòñÿ òðàíñâåðñàëüíî-îðòîòðîïíûì, íî ñ îñÿìè îðòîòðî-
ïèè, ñîâïàäàþùèìè ñ íàïðàâëåíèÿìè íîðìàëè è êàñàòåëüíîé ê ïîâåðõíîñòè
ñèëîâîé îáîëî÷êè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñèëîâàÿ îáîëî÷êà áûëà ñäåëàíà ñ ïî-
ìîùüþ íàìîòêè ïîëèìåðíîãî êîìïîçèöèîííîãî ìàòåðèàëà. Ôèçè÷åñêèå ïàðà-
ìåòðû ìàòåðèàëîâ ïðèâåäåíû â òàáëèöå 1 [9].

Íàçâàíèå Çíà÷åíèå
Òîêîïðîâîäÿùèé ðåëüñ

Ìàòåðèàë ñòàëü
Ìîäóëü Þíãà, E: 169
Êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà, ν: 0.3

Èçîëÿòîð
Ìàòåðèàë ñòåêëîòåêñòîëèò
Ìîäóëü Þíãà â íîðìàëüíîì íàïðàâëåíèè, En: 20.5
Ìîäóëü Þíãà â êàñàòåëüíîì íàïðàâëåíèè, Eτ : 16.5
Êîýôôèöèåíò ñäâèãà, Gτn 2.5
Êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà, ν: 0.3

Ñèëîâàÿ îáîëî÷êà
Ìàòåðèàë ÏÊÌ
Ìîäóëü Þíãà â íîðìàëüíîì íàïðàâëåíèè, En: 96
Ìîäóëü Þíãà â êàñàòåëüíîì íàïðàâëåíèè, Eτ : 2.7
Êîýôôèöèåíò ñäâèãà, Gτn 3
Êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà, ν: 0.3

Òàáëèöà 1. Áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû çàäà÷è

Èçîëÿòîð çàêðåïëåí ñëåâà è ñíèçó, ðåëüñ íå çàêðåïëåí íèãäå, ñèëîâàÿ îáî-
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ëî÷êà èìååò çàêðåïëåíèå ïî ëåâîìó è íèæíåìó êðàÿì. Íà ðåëüñ âîçäåéñòâóþò
ñèëû Fx = −4200 · 10−8, Fy = 6100 · 10−8. Ãåîìåòðèÿ çàäà÷è ïðèâåäåíà íà
ðèñ. 4. Íà ýòîì æå ðèñóíêå ïîêàçàíà èñïîëüçóåìàÿ â ðàñ÷åòå êîíå÷íîýëåìåíò-
íàÿ ñåòêà. Ðåëüñ ñîñòîèò èç 2780 êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, èçîëÿòîð � èç 4683,
ñèëîâàÿ îáîëî÷êà � èç 12477.

Ðèñ. 4. Ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü è êîíå÷íîýëåìåíòíàÿ ñåòêà

Íà ðèñóíêå 5 ïðåäñòàâëåíû ãîðèçîíòàëüíàÿ è âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòû
ïåðåìåùåíèé íà äåôîðìèðîâàííîé ôîðìå, à òàêæå ïðèâåäåíû ïîëó÷åííûå
êîíòàêòíûå ãðàíèöû (çåëåíàÿ ëèíèÿ). Íà ðèñóíêå 6 ïðåäñòàâëåíû àíàëîãè÷-
íûå êîìïîíåíòû, íî äëÿ íàïðÿæåíèé.

Ïðè ðàáîòå ýëåêòðîìàãíèòíîãî óñêîðèòåëÿ ïîä âîçäåéñòâèåì âíåøíèõ íà-
ãðóçîê ðåëüñ íà÷èíàåò âæèìàòüñÿ â èçîëÿòîð è äåôîðìèðîâàòü åãî. Ìîæíî
çàìåòèòü, ÷òî ïðè äåôîðìèðîâàíèè òåë ìåæäó ðåëüñîì è èçîëÿòîðîì ñïðàâà
ïîÿâèëñÿ çàçîð ìåæäó òåëàìè, â ýòîì ìåñòå òåëà íå íàõîäÿòñÿ â êîíòàêòå.
Ïîõîæèé ðàñ÷åò ñ èñïîëüçîâàíèåì àëüòåðíèðóþùåãî ìåòîäà Øâàðöà ïðåä-
ñòàâëåí â ðàáîòå [7]. Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì, ïðèâåäåííûì â ýòîé ðàáîòå, ìåæ-
äó ðåëüñîì è èçîëÿòîðîì òîæå ïîÿâëÿåòñÿ àíàëîãè÷íûé çàçîð. Îäíàêî åùå
ïîÿâëÿåòñÿ çàçîð ìåæäó èçîëÿòîðîì è ñèëîâîé îáîëî÷êîé, ÷òî îòñóòñòâóåò â
íàøèõ ðåçóëüòàòàõ.

Íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðè èññëåäîâàíèè íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñî-
ñòîÿíèÿ êîíñòðóêöèè ïðåäñòàâëÿþò íîðìàëüíûå êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé
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x-êîìïîíåíòà y-êîìïîíåíòà

Ðèñ. 5. Ðàñïðåäåëåíèå ïåðåìåùåíèé

x-êîìïîíåíòà
y-êîìïîíåíòà

Ðèñ. 6. Ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé

âäîëü êàæäîé èç êîíòàêòíûõ ãðàíèö. Êîíòàêòíóþ ãðàíèöó ìåæäó ðåëüñîì
è èçîëÿòîðîì äîñòàòî÷íî åñòåñòâåííî ìîæíî ðàçäåëèòü íà 4 ÷àñòè (ñëåâà
íàïðàâî). Êîíòàêòíàÿ ãðàíèöà ìåæäó èçîëÿòîðîì è ñèëîâîé îáîëî÷êîé ñ÷è-
òàåòñÿ åäèíîé. Íà ãðàôèêàõ 7 ïðèâåäåíû íîðìàëüíûå êîìïîíåíòû íàïðÿæå-
íèé äëÿ êîíòàêòíîé ãðàíèöû ìåæäó ðåëüñîì è èçîëÿòîðîì, íà ãðàôèêå 8 �
äëÿ êîíòàêòíîé ãðàíèöû ìåæäó èçîëÿòîðîì è ñèëîâîé îáîëî÷êîé. ×åðíûì
îáîçíà÷åíà ðàññìàòðèâàåìàÿ âåëè÷èíà äëÿ ïåðâîãî òåëà (â êîíòàêòíîé ïàðå
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ðåëüñ-èçîëÿòîð ýòî ðåëüñ, â êîíòàêòíîé ïàðå èçîëÿòîð-îáîëî÷êà ýòî èçîëÿ-
òîð), êðàñíûì � äëÿ âòîðîãî òåëà.

êîíòàêòíàÿ ãðàíèöà 1 êîíòàêòíàÿ ãðàíèöà 2

êîíòàêòíàÿ ãðàíèöà 3 êîíòàêòíàÿ ãðàíèöà 4

Ðèñ. 7. Ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé âäîëü êîíòàêòíûõ ãðàíèö ìåæäó ðåëüñîì è èçîëÿòîðîì

êîíòàêòíàÿ ãðàíèöà 5

Ðèñ. 8. Ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé âäîëü êîíòàêòíûõ ãðàíèö ìåæäó èçîëÿòîðîì è ñèëîâîé
îáîëî÷êîé

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ðàâåíñòâî êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé âûïîëíÿåòñÿ ïî-
÷òè âñþäó. Èìåþò ìåñòî êîíöåíòðàòîðû íàïðÿæåíèé â óãëàõ ðåëüñà, íàè-
áîëüøèé èç íèõ â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè (32.5, 73) íà èñõîäíîé ôîðìå (ðèñ. 4,
êðàñíàÿ òî÷êà). Òàêîå èññëåäîâàíèå ïîçâîëÿåò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïèêîâûå
äàâëåíèÿ ìîæíî ñíèçèòü, ñãëàäèâ ãðàíè òîêîïðîâîäÿùåãî ðåëüñà.
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a) ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü á) êîíòàêòíàÿ ãðàíèöà

Ðèñ. 9. Ãåîìåòðèÿ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè è ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ èç ðàáîòû [7]

Êîíòàêòíûå íàïðÿæåíèÿ ìåæäó ðåëüñîì
è èçîëÿòîðîì Êîíòàêòíûå íàïðÿæåíèÿ ìåæäó

èçîëÿòîðîì è îáîëî÷êîé

Ðèñ. 10. Ðàñïðåäåëåíèÿ êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé èç [7]

Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à èññëåäîâàíà â ðàáîòå [7]. Íà ðèñ. 9, á) ïîêàçàíà ïîëó-
÷åííàÿ êîíòàêòíàÿ ãðàíèöà. Ñðàâíèâàÿ åå ñ ïîëó÷åííîé îïèñàííûì ìåòîäîì
(ðèñ. 6, çåëåíàÿ ëèíèÿ), ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ðåçóëüòàòû êà÷åñòâåííî ïîõîæè:
êîíòàêòíàÿ ãðàíèöà ìåæäó ðåëüñîì è èçîëÿòîðîì òåðïèò ðàçðûâ íà ïðàâîé
ãðàíèöå ðåëüñà, íî ñîõðàíÿåò êîíòàêò â íèæíåé ÷àñòè ïðàâîé ãðàíèöû ðåëüñà.
Êîíòàêòíàÿ ãðàíèöà ìåæäó èçîëÿòîðîì è ñèëîâîé îáîëî÷êîé òàêæå òåðïèò
ðàçðûâ â ñåðåäèíå. Ìåñòà ðàçðûâîâ êîíòàêòíîé ãðàíèöû, à òàêæå ïðîòÿæåí-
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íîñòü ýòèõ ðàçðûâîâ ñõîäíû â îáåèõ ðàáîòàõ.
Òàêæå íà ðèñ. 10 ïðåäñòàâëåíû êîíòàêòíûå íàïðÿæåíèÿ ìåæäó ðåëüñîì è

èçîëÿòîðîì è ìåæäó èçîëÿòîðîì è îáîëî÷êîé. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëåííî ðåøå-
íèÿ òîæå ïîõîæè. Ãðàôèê íà ðèñóíêå 8, ñîîòâåòñòâóþùèé êîíòàêòíîé ãðàíè-
öå 5, èíâåðòèðîâàí îòíîñèòåëüíî ðåçóëüòàòîâ óïîìÿíóòîé ðàáîòû � â ðàáîòå
À.Ñ. Ðîäèíà îáõîä ýòîé ÷àñòè êîíòàêòíîé ãðàíèöû èäåò îò òî÷êè G äî òî÷êè
F (9, à), à íà ðèñ. 8 èäåò â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè � îò F äî G.

7. Çàêëþ÷åíèå

Ðàññìîòðåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ýëåêòðîìàãíèòíîãî óñêîðèòåëÿ ðåëü-
ñîâîãî òèïà. Èññëåäîâàíî íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ñå÷åíèÿ
êàíàëà óñêîðèòåëÿ. Äëÿ ýòîãî ÷èñëåííî ðåøåíà êîíòàêòíàÿ çàäà÷à òåîðèè
óïðóãîñòè ñ ïîìîùüþ êîìáèíàöèè ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è ìîäèôèêà-
öèè ìåòîäà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà ñ íåçàâèñèìîé êîíòàêòíîé ãðàíèöåé. Ïðî-
âåäåííûå âû÷èñëåíèÿ ïîçâîëèëè îïðåäåëèòü îáëàñòè êîíòàêòà ìåæäó ýëåìåí-
òàìè êîíñòðóêöèè, âûÿâèòü çîíû ïîâûøåííûõ íàïðÿæåíèé è ïðåäîñòàâèòü
äàííûå äëÿ îöåíêè ïðî÷íîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê è íàäåæíîñòè ñèñòåìû.
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