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���# $
�����# m��6�+ 
���������
�&
��# � �����$�# ������$�� 0�2� *
��$��$+ /�� ��8������ m��6� �$��� ���

x p = J p + g 〈0, 0, . . . , pN(x)〉t, 0u2



�

3�� ������ p = 〈p0(x), p1(x), . . . , pN−1(x)〉t+ 
 g : 5�� �������
- �����
��
+
!
���-4
- �� �
6��
 ������$�� 0�2 �+ ��!$�8��+ �� N �

��- ����3��
���� ������$�� 0�2 $
����
 X ���3�
 ��� ��
3��
���
�
g��
�� $�8�� 0��3��2 ���
!
��+ /�� ��8������ m��6� 0u2 ���
������� ��-
����!������# �����$� ������$�� 0�2� *� � 5��$ ���/
� $
����
 J 6����+
���64� 3����-+ ��8������3�����# � ����# �������������# ��� ��# ��
3��
&
��. Jn,n+1+ n = 1, . . . , N − 1�

l�8������ m��6� �$��� �
8��� ���������n ����� ������$
 pN(x) ����
&
�
.� � ��6�������$� !�
/���-$� $
����� J + 
 !�
/��+ � X = J t� ��5��$�
����� 0�$�4���� 2 ����3��
���� ������$�� -��-.��- �
$�$� ���6��$�
�!�
$� ������
��� ��- 5�� ������
���� $�������

� ���/
� ���
��� �
!��/�� �����# ������$
 pN(x) �$��$ �4� ���� �
8&
��� ���������n ��!$�8����� !
���
�� �.6�# ����
��� �$��8���- �������
y(x) �
 ������. v(x) � ����

v(X) = F Diag [v(x1), . . . , v(xN)] F
−1: AN → AN , 0v2

���� ����#��# ����
��� �$��8���- �
 ������. v(x): y(x) → v(x) y(x)+
��#����.4�# � HN + ���������� ����#��# ����
���+ ��#����.4�# � AN +
$
����
 ������3� ��/���-���- �� ���$��� 0v2� " 5�
 $
����
 ���������

��- �.6�# ������� v(x)+ �����������# � ����- ������$
 pN(x)�

1��$��
 0v2 ������� �! ���$��� q
3�
�8
:���������
 ��- ��/������-
$
���/��# �������+ 
 �
�8� �! ��3� �
��
+ /�� ���3�
 ��4������� ������$
q(x) ������� N − 1+ �
��#+ /�� v(X) = q(X) 0�$� hui2� ���/�$ !���� ������$
q(x) : 5�� �6�/��# ������$ q
3�
�8
 0�2+ �
� �
� $
����
 X ��
3��
��&
!����$
�

��- ����!������ ������$�� 0�2 �
������� 0v2 0���64� 3����-2 �� �$���
$���
� l
� /�� $
���/��. ������. v(X) �������- ��/���-�� ��&���3�$�
0�$� hui2�

g�������$ ��������� ������ e ∈ AN + ������# ������������� �������
e(x) ≡ 1� 9��� ������ ���3�
 �$��� ���

e = 〈1/c, 0, . . . , 0〉t, p0(x) = c. 0�,2

g6�/�� 0�
���$��+ ��- ������$�� q�8
���
2 c = 1+ �� ���3�
 0�
���$��+
��- ������$�� w�6�'x�
2 c = 1/2 0�� 5�� $�8�� �!$�����2�

��������� y(x) = y(x) e(x)+ ��

ya = 〈a0, . . . , aN−1〉t = y(X) e,

3�� $
����
 y(X) ��/���-���- �� ���$��� 0v2 ��� ���3�$ �����6�$�
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l����� $�8�� ����#�� � 
�������$
��� ����#�� ��������
���� ���&
�
�����+ �$�.4� ���

Φf : y(x) → y(f(x)) =

N−1∑
n=0

bn pn(x), 0��2

3�� ������- y(x) ������
����
 �������$ 0
2+ 
 ������- y(f(x)) : �������$

yf = 〈b0, . . . , bN−1〉t .
)�
����/���
- ������- f(x) !���� -��-���- �
�
$����$� � /
�������+ ��-
f(x) = x+ 1 ����/
�$ ����
��� Φf = exp(D) 0�$� ��8�2�

*
��$��$ 0�$� hvi2+ /�� $
����
 D ����
���
 �������������
��- � ���&
���
����� AN �������-���- �! 
�
��3
 ��8�����
 m��6�n

〈p0(x), . . . , pN−1(x)〉D = 〈p′0(x), . . . , p′N−1(x)〉 .
��������� �
��$
����
.��- ����!������� ������$� 0�2+ �� ���6 ���$�

�$��� ��/���-�� ����
��� Φf ��!
����$� �� �
��/�- �!��� ��������-���
xn+ ������� $�3�� 6��� �� ����������� *� ��������� /
��� ������!�.��-
0�$�4�����2 ����3��
����� ������$� � �
/����� 6
!���� + �� �����
 �
�&
�$����$ ���/
#+ ��3�
 �
6�� �!��� : 5�� ������ $
����� X+ �����-4�# �!
N ���
��� �
!��/�� ��/�� 0�� �6-!
������ � ������
�� [0, 1]2�

7�
/���- ������� y(f(x)) � �!�
 ��/���-.��- �� ���$���

y(f(xj)) =

N−1∑
k=0

ak pk(f(xj)), xj ∈ {x1, . . . , xN}.

*
��$��$+ /�� !���� f(x) : 5�� ����!�����
- 
�
����/���
- ������-+ ����&
������
- � �!�
 �

l�3�
 $
����
 ����
���
 0��2 �$��� ���

Φf = F [pk−1(f(xj))]1≤j,k≤N : ya → yf , 0��2

�
� �
� ����6�
!��
��� 1���� �
�� ��5��������� �
!��8���- ������� ��
�
6���� !�
/���# ��������

��- ������� f(x) = x/(1 + x) ����6�
!��
��� 0��2 �8� ������!��
����
�
$� �
��� ��- ��������
����3� ��$$����
��- �-��� 0�$� h
+ �,i2� ��� 5��$
�6�
��8���- 0��&����$�$�2 ���!������# �
��� 5����� �!
�$��3� ����
4�&
��- ���
����
�������# � $
����� 0��2+ �����
-+ ����$�+ �����-�
 �! �
��&
��
���� 5��$�����+ �� ��/���-�$� ������ � ��
�
.4�# 
���$������

*
 �
$�$ ���� 5�� ��#���������� �
�+ � 5�� ������� �! ���3�3� �����6

��/������- $
����� 0��2�
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(
��$����$ �-� l�#���


y(x+ t) = y(x) + tD(y(x)) +
1

2
t2D2(y(x)) +

1

6
t3D3(y(x)) + . . .

� �����
��$ ���
 t = f(x)− x� l�3�
 ����/
�$ ���$
����# �-�

y(f(x)) =

∞∑
n=0

(f(x)− x)n

n!
Dn(y(x)).

��5��$� � ������
����$ ������
������ �
!$������� N ����/
�$

yf =

(
N−1∑
n=0

1

n!
(f(X)−X)nDn

)
ya, 0�	2

�
� �
� ����
��� D ���3�
 ������������ ��- 6
!����# �����$� 0�2�
"��$� ����
$�+ �
������� 0�	2 -��-���- ��/��$ ��� �������+ /�� ����&

�����
 $
����
 f(X)�
l
��$ �6�
!�$+ ����/
�$

�����	������ ����
 ���
������
 N ������������ �	� 	���� ������

� ��	���
�� (2) ����� ��� ��	���
 pN(x) �
��� N ���	����! ����
��� � �	� 	���� ���	��������� ������� f(x) ������	����� � �����! {xn}
��	���
� pN(x) �������	��� ��"������

Φf = F [pk−1(f(xj))]1≤j,k≤N =
N−1∑
n=0

1

n!
(f(X)−X)nDn. 0�
2

���������� ����
 ��	���
� (2) �
��� �������	
��� �������������
#�$�� �	� 	���� �������	
��� ������� f(x) � �������	
��
� �����������
��
� 
������ ��������� Φf (14) �
��� ��	
�� �������	
��� �	�
�����

�	�
�
�������	 ������� �! �
����
������� 5��$����� $
����� f(X)+
�
� �
� ��
 ��/���-���- ���$
����# �����
�����# X → x � �
����
����.
������. 0�$� hui2� ��5��$� ���
�
 � 0�
2 ��� $
����� �$�.� �
����
�����
5��$����� w�l���

g�$���$+ /�� �
����
������� ��
��
��� ;
���
 �
����
���� ������#+
������. $� �6�
��8��� �
��� 0�$� h	+ vi2+ -��-���- 
�
��3�$ 5��3� �����&
8����-�

�������$ ������# ���$��+ ���
!��
.4�#+ /�� ���
����
������� � ��8&
������ 0�
2 ����
4
.��-� ��!�$�$ N = 4 � �
6�� ������$��

{p0(x) = 1, p1(x) = x, p2(x) = x2, p3(x) = x3, p4(x) = x (x2 + 2) (x− 1)}
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�
� /�� ����� ������$
 pN(x) $�3�� 6��� ���
����
����$� � ��$�������&
$�+ �� ��5��������� ������$�� 0�2 ���8�� 6��� �
����
�����

9��� �
6�� ������$�� ����/
���- �� ������#'�3� �
6��
 {pn(x) = xn}
������ ��������$ ������$�$ pN(x)� ��5��$� $
����
 D ���
���- ���8��#
0�$� h
i2+ 
 $
����
X ����/
���- �� �
����# � h
i ������ ��������$ ����6��$+
������# �����8�� ��5��������� ������$
 −pN(x) = a + b x + c x2 + . . .

0���� � ���!2 �� (N − 1)&3��
%
����
 0o2 �
�8� ��3�� ��/���-���-+ 
 $
����� 0p2 $� �����
�$� "$��$n

X =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0

1 0 0 2

0 1 0 −2

0 0 1 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ , D =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 0

0 0 2 0

0 0 0 3

0 0 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ , F−1 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0

1 1 1 1

1 i
√
2 −2 −2 i

√
2

1 −i
√
2 −2 2 i

√
2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

l����� 0� ��$�4�. yRB2 ��3�� ���������+ /�� ��- �.6�# �
����
����#
������� f(x) � �
����
����$� ��5��������
$� � �����������# � ����- 
������$
 pN(x) ��8������ 0�
2 �$��� $�����

7
$���$+ /�� ��
�
- /
��� ��8�����
 0�
2 ��- ����
���
 Φf ���
�����&
�
 ��- �.6�# �����$� ������$��+ � ����/�� �� ����# /
��� 0�
2+ �����
-
���6���+ /��6� ����� ������$
 pN(x) 6��� �
!��/��� g��
�� 5�� �64��
�
6�.����� �$��� ���� �
8��� ����./�����

�
��� $� 6���$ ������!��
�� ������ ��� ��
��
���� �
6��
 ������$��
0�2n 0
2 �$�4����� ������$� q�8
���
 0�$� h	i2z 062 �$�4����� ������$�
w�6�'x�
 0�$� h��i2z � 0�2 {pn(x) = xn}+ n ∈ N0 0�$� h
i2� ��������# �
6��
��
!��
���- 0���8��
���2 6���� 5���������$ � �������� !
�
/
 0�$� ��&
8�2�

g��
�� ��- �
6��
 0�2 ����
��� F �� ��4�������� l�$ �� $����+ ��- ��&
��#�� ������# f(x) = a + b x ����
��� Φf $�8�� ��/���-�� � �� ����#
���$��� 0�
2+ ���� �!-�� ����!������# �
6�� �
!��/�� ��/�� � �
/�����
�!��� xn+ !
��$ ��/������ $
����� �
����$���
 0o2 � �
/����� F−1+ !
��$
�!-�� � �
/����� ����6�
!��
��- 1���� F �� �6�
���.�

9�� �����8����� ������� �! ��3� �
��
+ /�� ��- y(x) ∈ PN ������-
y(a + b x) �
�8� -��-���- ������$�$ ��# 8� �������+ ���� �������!������-
��/�� � 6
!��� 0�2�

� /
�������+ ��- 6
!��
 0�2 $
����
 ����
���
 ����3
 
�3�$���
+
T̃t: y(x) → y(x+ t)+ ���� T̃t = exp(tD)+ ��/���-���- ������������ ������n

T̃t =
[
C(n− 1, m− 1) tn−m

]
1≤m≤n≤N

, 0��2

3�� m � n ��$���.� ������ � ����6��+ � C() : 5�� 6���$�
����# ��5���&
������



��

g��
�� ��- ����3��
���� ������$�� m��6� 0� /
�������+ q�8
���
2
��/������� 5��# $
����� � �
����
����# 
���$����� �� ��
��# /
��� 0�
2
!
������������+ 
 �� ����# /
��� 0�
2 $�8�� �/��
�� ������ � ��
�
.4�#

���$������

9�� ���6��$� ��'
.� ��
 ����6�
!��
��-+ ���
�������� ��- �64� 0�$�&
4���� 2 ������$�� m��6� P

(a,b)
n (2 x− 1)+ 3�� a, b > −1n

P =

[
(2n+ a+ b− 1) Γ(n+ a+ b) Γ(m)

(m− n)! Γ(m+ b) Γ(n+m+ a+ b) Γ(n+ b)

]
1≤m≤n≤N

,

Q = [(−1)n−mC(n+ b− 1, m+ b− 1)C(n+m+ a+ b− 2, m− 1)]1≤m≤n≤N .

7���� ����6�
!��
��� Q ��������� ������. y(x)+ ������
������. �������$
ya � 6
!��� ������$�� {P (a,b)

n (2 x− 1)}+ � ������ ỹa � 6
!��� ������$�� {xn}+

 ����6�
!��
��� P : �
�6�����

9�� $�8�� �
�8� !
���
�� � ���� ��8����� ���
 m��6�n〈
1, x, . . . , xN−1

〉
Q =

〈
1, P

(a,b)
1 (2 x− 1), . . . , P

(a,b)
N−1(2 x− 1)

〉
� 
�
��3�/��� ��8������ ��- P = Q−1�

����6�
!��
��- P � Q+ �
������� �
$ �!������+ �
��� �� ��6�����
�����
7
$���$+ /�� ��- �6�/�� ������$�� m��6� 0���� �
 ������
�� [−1, 1]2 
�
&
��3�/��� ���$��� ����/
.��- !�
/������� 6���� 3��$�!���$��

l�����+ �
���$��+ � 6
!��
 0
2 ��� 062 0���� a = b = 0 ��� a = b = −1/2

� ������$
 m��6�2 $
����
 ����
���
 Tt 0� ���3� 
�
��3�/�� 2 $�8��
6��� ���/��
�
 � �
����
����# 
���$����� �� ���$���

Tt = P T̃tQ,

3�� T̃t : 5�� $
����
 ����
���
 ����3
 
�3�$���
 0��2 � 6
!��� 0�2�

	� �("%f({ (f|f*"} 1��

�8� ����$
 ������� 1�� $�3�� �$��� ����$
 ���6�/��� ��'���-+ ����&
��� 0��&����$�$�2 �� $�3�� 6��� ��'���-$� g��� *
���$��+ �
��$����$
��
 1�� � ����������$ !
�
!���
���$n

y′1(x) = y1(x/2), y′2(x) = y2(x
2), x ∈ [0, 1].

g�� �$�.� ��'���- � ���� ����$
 6����� � ��-4� �- �������� �-���+ ��&
����� ��/�� ��/���-.��- ������
����$ $�����$ � �6�/��$ ��������$ 6
&
!��� 0�2 0�� ������� N − 12� (�'���- �$�.� ���n

y1(x) =
∞∑
n=0

xn

2
(n−1)n

2 n!
, y2(x) =

∞∑
n=0

(
n∏

k=1

1

2k − 1

)
x2n−1.
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!��
 0
2 � 062 ����/
.��- ����$
 ��/��� �
���$����� 
�������$
���
5�� ��'���#�

*��$���- �
 � �8���� 5�� ��
�����#+ ������- y1(x) -��-���- ����#+ �
�� ���$- �
� ������- y2(x) ���������
 ������ ������ �����/��3� ���3
 �
�� ������8
���- !
 �3� �������+ �
� �
� ��������# �-� �
���
���# 0�$�
h��i2�

�������$ �4� ���� ���$�� �! �
!�-�
 5�!���/���� � (
��$����$ 1��

1

2
x y′(x)− y(x2) + x2 = 0. 0�o2

9�� ��
������ �$��� ��
 ��!
����$� ��'���-+ ������� ������ �
!��/
.�&
�- �� ����$ ���#���
$n

ya(x) = −
∞∑
n=1

x2n

2
(n−1)n

2

, yb(x) =

∞∑
n=0

x
1
2n

2
(n+1)n

2

.

(�'���� ya(x) : 5�� �
���
���# ��������# �-� ���
 ������� y2(x) ��'�+ 

yb(x) : 5�� ���$�� ���$
����3� ��'���- � ���� ��������3� �-�
+ ������#
�� -��-���- 
��$�����/����$� ���/�$ �6� �������+ ya(x) � yb(x)+ -��-.��-
��'����$ �����������3� ��
�����- 0�o2�
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�� ��8��� � 6
!��� 0�2 ����/�$ ����!�� ��������3� �-�
 ya(x) �� �������
N − 1�

f��� 8� !
�
�� ��
���� ������� � ��/�� x = 1+ �� ������� ����!��
���- 6
&
!��
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2 ��� 062� %�8�� ���������+ /�� ���3�
 ����/
���- 
�������$
��-
�64�3� ��'���- ���
 y(x) = Aya(x) + (1−A) yb(x)+ A = const�

1�� � ��
��������$ ���������$ !
�
!���
���$ �
�8� ��$��������&
.� ���#���
+ ������� �
���
���� ����/
.� ��'���� 5�� !
�
/ �� ��'���-

�
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�
/ ��- g��� �
�� ���$���� �
!6���$ �����6����

��� �� !�"� (
��$����$ ������#'�� ��
������ � !
�
!���
���$

y′(x) + y(x− 1) = 0, 0�p2

��- ������3� �!������ -���� ��'���-� *� �����
 �
#��$ �3� ��'���� $���&
��$ '
3��� g�� �
�8� $�8�� 6��� ����/��� � -���$ �����

����� y(x) = 1+ x ∈ [−1, 0] : 5�� ����������- ��'���-� l�3�
 ������-
y(x) ����!�
/�� ��/���-���- �
 ������
�� [0, 1]+ !
��$ �
 ������
�� [1, 2] �
���� ����/
�$+ ��������������+

y(x) = {1− x, 1/2 x2 − 2 x+ 3/2, −1/6 x3 + 3/2 x2 − 4 x+ 17/6, . . .},
���� ��'���� ������
��-�� �! ��6- �����6�
!��# ���
#� 0�$� 1�3� �2�
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 �� ������� ��������� ���� ������� ��
���
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�� $���� '
3�� �� $�8�� �
��  ���'�. 
�������$
��. �
��3�&��6�

�
����/����3� ��'���- ��
�����- 0�p2+ ���$���- �
 ��+ /�� $���� ���
���&
����- � �����-+ ��������� ����#/���� ��'���� : 5�� ��8���������# �����

�����
����
 y(x) = exp(a x) � 0�p2 �
�� ��$�#���� ��4�������� ��'���#

yk(x) = exp(uk x) (A cos(vk x) +B sin(vk x)), k ∈ Z, 0�u2

3�� uk = Re(Wk(−1))+ vk = Im(Wk(−1))z Wk(x) : 5�� ������- q
$6���
 �
k : �� �����z A � B : 5�� ����!������� �����
���� 7
$���$+ /�� k > 0 ���
k < 0 �
.� ���� � �� 8� ��$�#���� ��'���#�

��� ��'���- 0�u2 ����$-��- � ���. ��� x → ∞+ ��������� ��� ����/���
uk �����
�������

(
���+ �
������� �
$ �!������+ ������
����� $����� �� ���$��-���� ��-
��'���- �
�� !
�
/+ ��5��$� !���� $� ���8�� ���3� �6�
��$ ���$
���
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 ����/�- $�8�� ��'����$ ��
��� !
�
/ ��- 1�� �� ��'���- �� �8� 
!
�
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��- g�� 0�����3� ���-��
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��/�� !
�
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/
����� ��� ��
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�������+ ����� /�3� ������
����# $���� ����!�
/�� ��/���-�� 
�������$
&
��. ��'���-+ �����
- 0���64� 3����-2 6����� � �����- � ��/��$� ��'���.
� �
���$����# $������ ��� �����/���� N � g��
�� �8� ��- 0����$
 ������&
3�2 ��
�����- 0�p2 ����
��- �
���
���� ����/�
�
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 ��$���$ � ������ ��� ��'���� �
�� !
�
/ ��- g�� � 1��
�
'�$ ������
����$ $�����$�
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��� ����# /
��� 0�p2+ A = D + T−1 0�$� �
!�� �2+
�6�
��$
� ��5��$� ���� �!-�� ������������ ��
������ 0�p2 � ��
��# /
���.
� ���� ������$
 p(x)+ �� ���3�
 �
#����- /
����� ��'���� � ���� ������$
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yp(x) ��# 8� �������+ /�� p(x)� " 5�� ��'���� ����!�
/�� ��/���-���- 0��/��
� �
����
����# 
���$�����2 ��� N > deg(p(x)) � �.6�$ 6
!��� 0
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����� ������$�
����� ��'���� ��- ������&
�����3� g��+ ���� $
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�������$
��� ����������
����3� ����
���

�6�
��$
 0�
�+ �
���$��+ ��- y′(x) + y(x) = p(x)2�

g��
�� ��- ��������� ����#�� g�� ��� 1�� ���6 ���$� !
�
�
��
��
���� ������-+ �
� �
� ��8���������# ���� ���3�
 -��-���- ��'����$�

��!�$�$ N = 8 � 6
!�� 062 03�� p0(x) = 12� l�3�
 ��- �
/
����3� ����&
��- y(0) = 1+ ������� �/����
���- � ��������$ 5��$���� ������3� ������

��
��# /
��� 0�p2 0�$� h	i2+ � ��- $
����� A = D + T−1+ � ������# !
$��-&
���- �������-- �����
 �
 ������ 〈1,−1, 1,−1, . . .〉+ ����/
�$ 
�������$
��.
��'���-

ỹ(x) = 1 +
1767458 x− 4865056 x2 + 475328 x3 + 689920 x4 − 132608 x5 − 28672 x6 + 8192 x7

4554719
.

%�8�� ���������+ /�� �����
����
 5��3� ��'���- � ��
������ 0�p2 �
��
��3��'����� $���� 2.19×10−7� ���/�$ 3�
��� ��3��'����� ����$
 �� �8 �

�
��� 3�
���� ��- ���� jT@A@T>`&HIGKF@IAHk+ ���� ��'���� ỹ(x) 6��!�� � �
�&
��/'�# 
�������$
��� ��'���- ������$�$ �
���# ������� 0��- ������$��
q�8
���
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��� �����/���� N ����/
.��- ������$�
����� ��'���- � 6����� �6�&
�
.4�# ��3��'�����.+ �� �
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! �
!���+ ���� ��'���- !
���-� �� N �

9�� $�8�� �6t-����� ��$+ /�� ���$��
 0�u2 ��!���-�� ��������� $��8�&
���� �
!��/�� ��'���# � ����$ � ��$ 8� �
/
����$ !�
/����$ y(0) = 1�
��
��
+ �����'���� �� -���+ �! �
�� ���6�
8���# 
�3����$ ��6��
�� ��&
'���� ��� �
8��$ N �

g/������+ �
/
����3� !�
/���- ������
��/��+ /��6� ��������
�� ��8���
��'����� ��5��$� ��!�$�$ �
�8� ��
���� �������+ �
���$��+ y(1) = 2� l�3�

��'���� ��/���-���- ����!�
/�� ��� �.6�$N � �
�8� � 6���'�# ��/�����.
0� 6
!��
 0
2 � 0622� 9�� /�������� ��'���� 
�������$����� ������.

y0(x) = exp(u0 x) (cos(v0 x) + q sin(v0 x)) ≈
exp(−0.318131505 x) (cos(1.337235701 x) + 2.587937521 sin(1.337235701 x)),

3�� q �
 �����- �! ��
���3� ������-�
g��
�� ���$��
 0�u2 �
�� �
�8� $��8����� ���3� ��'���# !
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/� �

5��$� ��
���$� ������-$�+ �
���$��+ ��- k > 0� �� �
��$ ���/��
$ ����&
��
����# $���� ��6��
�� ����� k = 0 ������� q
$6���
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��$�

��� ����
��/�� 6���'�$ N �
 ��8��� ��'���� $�8�� �
��8��� ����!&
������� ����/����� ������#+ �� �
��� ��'���- �
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��� �� !�#� (
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y′(x) + y(1− x) = 0, 0�v2

������� ����$
 �� �8� �
 ��
������ 0�p2+ �� �� -��-���- ��
������$ � !
&
�
!���
���$� ��5��$� ��
��
����� $����� ��'���- �
�� ��
�����# 0�
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���!�������
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�������$
��� ����# /
��� 0�v2 : 5�� A = D + L+ 3�� D : 5��
�6�/�
- $
����
 ����
���
 �������������
��-+ 
 $
����
 L � 6
!��
 0
2
� 062 �������
 ���6���� ������n

L = Diag [1,−1, 1,−1, . . .] .

� ����/�� �� 0�p2+ ��- ��
�����- 0�v2 0���
 /��2 ���!�����
 �����
���&
�
+ �����
- �
�
�
 6� �3� -���� ��'���-� g��
�� /�������� 5������$����
0��- 6
!��
 0
22 �
.� �����  ���'�� 
�������$
��� ��'���#+ /�� ��� ����&
��
��-.� ��'���� �
�8� � ��� ������
�
 [0, 1]+ 3�� ������$� ����3��
�����

����/����� ��'���- ����$
 �
��$��
.� ���������+ ��5��$� ��
����
�3
�
�� ���$��� ��- �64�3� ��'���-n

y(x) = A (cos(x)− 1− sin(1)

cos(1)
sin(x)) ≈ A (cos(x)− 0.293407993 sin(x)).

��- 6���� �64�3� ��
�����-+ /�$ 0�v2+ ����
��- 
�
��3�/�
n

y′(x) + a y(1− x) = 0, y(x) = A (cos(a x)− 1− sin(a)

cos(a)
sin(a x)). 0�,2

l
��$ �6�
!�$+ �$����- ���$�� 1�� �����3� ���-��
+ ������� $�����&
���� ����#��# 0��4��������#2 ������-��� 0g�� �����3� ���-��
2�

��/�$� �������/����� ��'���- �
!�� �������� ��-��-.��- � ��
���&
��� 0�,2+ 3�� ����3 
�3�$���
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 �������+ : ���
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��3�/�
-
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��- ��!���
�� ��� ��'���� �6�/�� �
!������ ��
�����# 0�$� ��8�2�

��� �� !�!� (
��$����$ ��
������ � j�����8����$k

y′(x) = 2 y(2 x), x ∈ [0, 1/2], y(0) = 0, y(1/2) = 1/2, 0��2

��'���� ������3� $�8�� 6��� ������8��� �
 ��. ��4��������. ���� *
���&
$��+ �
 ������
�� [1/2, 1] ��'���� ��$$����/�� ����# /
��� �
 ������
��
[0, 1/2] ������������ ��/�� (1/2, 1/2)�
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y(x) =
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n=0

2
(n+1)n

2 xn

n!
,

� 5��� �-� ��.�� �
� �����-� *� ��- �
/
����3� ������- y(0) = 0 ��'����+
�
!
���� 6�+ ���8�� 6��� ��8���������$ ����$� g��
�� 5�� �� �
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q.6�� j�����8����k � 1��+ �
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�� !
�
!���
��-+ /�� ����� ����� !
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!
�
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y′(x/2)− y(x) = 0, x ∈ [0, 1], y(0) = 0, y(1) = 1/2, 0��2

3�� y′(x/2) ������� ����$
�� � ��$ �$����+ /�� ��
/
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 ��/���-���- ����!&
����
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 !
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��� 0��2 ������
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A = HD − E,

3�� E : 5�� �����/�
- $
����
+�
 $
����
 H � ��������$ 6
!��� !
�����
&
���- ����$
 ������n

H = Diag [1, 1/2, 1/4, 1/8, . . .] ,
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ξ(s)− ξ(1− s) = 0, 0 ≤ Re(s) ≤ 1, 0�	2

��'����$ ������3� -��-���-+ � /
�������+ ������-

ξ(s) =
1

2
π− 1

2 s s (s− 1)Γ

(
1

2
s

)
ζ(s).
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L = Diag [0, 2, 0, 2, . . .]
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�
9�� -��-���- ���������$ 6���'�# �64����� ��
�����- 0�	2+ ������$�

����������-.� ����� ��
��� ��'���#� *
���$��+

y(s) = a

(
cos(b s) +

sin(b) sin(b s)

1 + cos(b)

)
, a, b = const.

�������$ ��
 ���$��
 ����$
 ������ 0�  ���'� �!������ 2 �
!����&
�� ��
�����#+ ��'���- ������ ������
����$ $�����$ �
.�  ���'�� �
&
����
����� ���6��8���- ��- �����
��� 9#���
 γ � �����
��� 9#���
:
;�$�����
 δ� ���/�$ 0����$
 ���8��
���2 ������#'�# ��������# 6
!�� 0�2
��
!��
���- �
$�$ 5���������$�

��� �� $�"� *
#��$ 
�
����/����� ��'���- ��
�����- 0�2+ ������� !
&
��'�$ �
�

y(x+ 1)− x y(x) = 1, x ∈ [0, 1]. 0�
2

� �
6��� hpi �
!������� ��
������ 0�2 ������!��
���� ��- 5����
���-���
��������
��������� ���� !�
/���# ������� y(n), n ∈ Nn

{y(1), y(2), . . .} = {1, 2, 5, 16, 65, 326, 1957, . . .}
� ���.+ ���� ��- ����������- !�
/���- y(0) = δ � ��$�4�. �-�
 *�.���
�
s��
 ����/��
 0�/���2 $������� � ��-4
-�- ��������
��������� �
����
��&
�� ���6��8���# �����
��� δ 0�$� �
�8� h	i2�

g�
!
����+ /�� ������#'
- �����
����
 ��'���- y(x) � ���� ��������3�
�-�


y(x) =

∞∑
n=0

anx
n

� ��
������ 0�
2 � �������.4�$ ���$������$ 6���$�
����3� ��8�����
 �
&
�� 0��- ��� ��-4�3� �6��!
��- 6������/�� ��$$2 �����$� ����#�� ��
�&
����#+ ��'���- ������ �
.� ����$
 6����� � ��-4���- 
������$
��� ��&
��/��� a0 = δ�
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���6��$
 � ��$+ /�� ��/������- !���� ����$
 3��$�!��� � � ������ 
�&
��$
��!����
��� ���$� ��3�+ ����#��� �����$� �$�.� ���!������. �����&
����+ �64�# ��� ������# ���
���- ��-���$� ����-���+ ��5��$� ��
������
0�
2 0�
������� �
$ �!������2 �
��� �
� �� ��'
�����

g��
�� ������
����# $���� 0�2 6���� �
 ��6- ��� 5�� j��3
��!
�������
���������k�

��
������ 0�
2 �$��� ��'���� y(x) = eΓ(x, 1)+ ���/�$ ��
���� �������
y(1) = 1 ������� ��������������� �! ��
�����- 0�
2 � �� $�8�� 6��� �!$���&
��� 9�� �!�
/
��+ /�� $
����
 
�������$
��� �� ���6��� $������
��� ��-
�/��
 ��
��� ������#� 9�
 $
����
 0�$� �
!�� �2 �$��� ���

B = exp(D)−X = [C(n− 1, m− 1)]1≤m≤n≤N −X.

*
���$��+ ��- N = 6n

BN =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 1 1 1 1

−1 1 2 3 4 5

0 −1 1 3 6 10

0 0 −1 1 4 10

0 0 0 −1 1 5

0 0 0 0 −1 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

������ 
�������$
��� ��
��# /
��� 0�
2 : 5�� �����/��# ������� ��5��&
$� /��6� �
#�� �����# 5��$��� ������
 ��'���- ya+ ya[1] = a0+ �
�� ���&
$����� ��
���� ��
$��
+ ���� ����
���� $
����� GN + �����
- ����/
���- ��
BN ��'� ������ 5��$����$ g2,1 = 0 0�$���� b2,1 = −12� l�3�


a0 = δN = detGN/ detBN , N = 1, 2, . . . ,

���� ��������
��������� �
����
���� 
�������$
��# δ �$��� ���

δN =

{
1,

1

2
,
3

5
,
9

15
,
31

52
,
121

203
,
523

877
,
2469

4140
,
12611

21147
,
69161

115975
, . . .

}
.

*
 �
$�$ ����+ $� ����/��� �8� �!������. ��������
��������� �
���&
�
���� ���6��8���# ����/��� δ+ �����
- �$��� ��$6��
������ ����� �8&
������ %�8�� ���
!
��+ /��

B(n) = detBn, G(n) = detGn, n ∈ N,

3�� B(n) � G(n) : 5��+ ��������������+ ��������
��������� /���� s���
 �
;����
 0�$� h��i2� g6� 5�� ��������
��������� ����������-.� ����$� � ��$�
8� �����������$� ������'���.n

B(n) =
n−1∑
k=0

C(n− 1, k)B(k), B(0) = 1, B(1) = 1, G(0) = 0, G(1) = 1.




	

� ���$���� ��������
���������G(n)/B(n) � �����
��� 9#���
:;�$�����

6��
 �����
 ������8��
 � ���� 3�����!� � h��i+ 
 !
��$ ���
!
�
 0�$� h�oi2�
l
� /�� �
' $���� �
�� ���3�� ���
!
�������� � ���$���� δN → δ 0���
3
-
������
������ B(n) � G(n) � ���� ������������# ���
��������$2�

��
 �� "�� #�$���� ���!����% δ�

*
 ��3� 	 ��������� ��
3�
$$� � ���$���� �
!��/�� ��������
������&
���# �
����
���� ���6��8���# �����
��� δ � ��3
���$�/����# '�
�� ��
N = 100+ 3�� δN(a), (b), (c) : 5��+ ��������������+ ��������
��������� ��� �&
�-4� ���6�# �6���������# �����# ���6� �����
��� δz ��������
���������
G(n)/B(n)+ �
��
- ��'�z � ��������
��������� ��� ��-4� ���6�# ��
���&
/����# �����# ���6�

δ =
1

2+

∞
K
n=2

−(n− 1)2

2n
, 0��2

�����
- ������������� ��
3��
����# �
��:
�������$
��� �-�
 9#���


x− x2 + 2 x3 − 6 x4 + 24 x5 − 120 x6 + . . . = exp

(
1

x

)
Ei

(
1,

1

x

)
.

7
$���$+ /�� ��������
��������� δN(c)+ �
� ��
!
����+ -��-���- �
�8�
��������
���������. ���6��8���# �����
��� δ+ ����/����# � h��i � ��!���&
�
�� 
�������$
��� ������� 1/(1 + x) ������$
$� q
3���
 �
 ������
��
[0,∞)� ) �
�8� 5�
 ��������
��������� ����/
���- 
�������$
���# ����&
��� y(x) = exp(1/x) Ei(1, 1/x) ����!��$ �� ��������3� �
!��8���- � ��/��
x = 1+

yN(x) = δ + (1− δ) (x− 1) +

(
3

2
δ − 1

)
(x− 1)2 +

(
4

3
− 13

6
δ

)
(x− 1)3 + . . .




�

�� (N − 1)&3� /���
 ���./�������� ����� /�3� � 5�� ���$��� �����
��-���-
x = 0+ yN(x) = 0 � !
��$ ��'
���- ����#��� ��
������ ������������ δ ≈
δN−1� 9��� ��!����
� 06�! ��
!
��- ��-!� � �����# ���6�. 0��22 6�� ����/��
� h�pi � ��!����
�� ��'���- ��
���# !
�
/� ��- ��
�����-

x2 y′(x) + y(x) = x, x ∈ [0, 1], y(1) = δ

������
����$ $�����$ � ������!��
���$ ������$�� *�.���
 � 9�$��
�
l
��$ �6�
!�$+ ��������� ��������
��������� �
����
���� ���6��8�&

��# ���
����
���� �����
�� ��!���
.� -��� �� ���/
#��$ �6�
!�$ � ��
&
!��
.� �
 ��-!� �
!��/�� �����6�� 
�������$
����

� �����.4�$ ���$��� $� �!���/�$ �
����
����� 
�������$
��� ���&
��
��� 9#���
 γ �! ��
�����-+ ����������-.4�3� ������. Γ()�

��� �� $�#� (
��$����$ �����
 �
!������� ��
������

y(x+ 1)− (x+ 1) y(x) = 0, x ∈ [0, 1], 0�o2

��'����$ ������3� -��-���- ������- y(x) = Γ(x+ 1)�
��������� ��
������ 0�o2 ���������+ �� ���6 ���$� �/����
�� ��
����

������-n y(0) = 1 ��� y(1) = 1 0�.6�� �! �� 2� l�3�
 5�� ��
������ ��'
���-
�
� � �������4�$ ���$���+ � ��- ��6���'� N ����/
.��- 
�������$
���
�����
��� γ = −y′(0) = 1− y′(1) � ���� ���#��� ������� Γ(x)�

g��
�� 5��� ������� ��� �����/���� N �
� �����- � 6
!��� 0�2� ��5��$�
��!�$�$ ��
������

Γ(x+ 1) = xΓ(x), x ∈ [0, 1],

� ����
�$ � ��$ !
$��� y(x) = 1/Γ(x)� l�3�
 ����/�$ ��
������

x y(x+ 1)− y(x) = 0, x ∈ [0, 1]. 0�p2

�$��� ����
���# �����
����� � ��$+ /�� ������ ������- y(x) -��-���-
����# � ��5��$� ���8�
  ���'� ���6��8
���- ������$
$� �+ � /
�������+
����!�
$� ��������3� �-�
 �
 ������
�� [0, 1]� �
��� $� ������!��$ �
!��&
8���-

y(x) = x+ γ x2 +

(
1

2
γ2 − 1

12
π2

)
x3 + . . . ,

y(x) = 1 + γ (x− 1) +

(
1

2
γ2 − 1

12
π2

)
(x− 1)2 + . . . ,

/��6� �!���/� �! ����/����# 
�������$
��� ������� y(x) �� �����. ���&
�!�����. � ��/�� x = 1 ��� �����. � ��/�� x = 0 0/�� �
�� ����
�����
���6��8���-2�
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� � � ���$��� 
��+ $�8�� ������ �����
���� � ��
������ 0�p2 ���&
$
����# �-� � ������!��
�� ���#���
 �3� ��5���������� � 6���$�
�����
��8������� *�+ �
� ��$�/
����+ �� ��/����� ��������� �
 5��$ ���� ��/��
����������$�� ������
����# $���� 0�2 6���� � �
 ��6-�

)�������$
��- �
!������3� ����
���
 � ����# /
��� ��
�����- 0�p2 �$�&
�� ��� A = X exp(D)−E� 7
��$ ���6 ���$� �/���� ��
���� ������� y(1) = 1

� ��������# ������ $
����� A+ ���� !
$����� �� �
 ������ 〈1, . . . , 1〉� 7
$�&
��$+ /�� �
/
����� !�
/���� y(0) = 0 ������� �! �
$�3� ��
�����- 0�p2 � ��
$�8�� 6��� �/����� �
��� �/����
���- ��
���� ������� rN = 1 � ������$
������� 
�������$
��� ��
��# /
��� 0�p2�

��- �
!$������� N = 10 ����/
�$ 
�������$
��. ��'���- y(x)n

ỹ(x) = x− x2 (x− 1) (267 x6 − 1456 x5 + 993 x4 + 12115 x3 − 32078 x2 − 20883 x+ 153367)

265692
.

%�8�� ���������+ /�� $
���$
���
- ��3��'����� ���6��8���- �������
y(x) = 1/Γ(x) 5��$ ������$�$ �
 ������
�� [0, 1] �� ������ ���� ≈ 2.16 ×
10−6� ��� 5��$ γ ≈ 153367/265692 � ��3��'�����. ≈ 2.04× 10−5�

������
� ��������� ����4���- ���/��.+ $�8�� ����/��� ��������
&
��������� �
����
���� ���6��8���# γN � ���� ����'���- ��� ������&
������# 0�
� � �������4�$ ���$���2� ) �$����+ ��������$ $
����� VN n

VN = [C(n+ 1, m− 1)]−X,

3�� m � n ��$���.� ������ � ����6�� ��������������+ 
 X+ �
��$��$+ 5��
$
����
 � ����# ��������# �����
3��
��.+ 3�� ���-� �������� *
���$��+
��- N = 6 $
����
 VN �$��� ���

VN =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 1 1 1 1

1 3 4 5 6 7

1 2 6 10 15 21

0 1 3 10 20 35

0 0 1 4 15 35

0 0 0 1 5 21

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

l����� ��������$ $
����� WN + ����
- ����/
���- �! VN !
$���# �����3�
����6�
 �
 ������ 〈0,−1, 0, . . . , 0〉t� l�3�
 0����������� !�
/���- ��������&
����# �
� ������� ��- N = 12 ����/
�$ ��- N = 1, 2, . . .n

detVN = {1, 2, 7, 35, 234, 1995, 20985, 265692, 3970729, 68955383, . . .} ,
detWN = {1, 1, 4, 20, 135, 1151, 12113, 153367, 2291980, 39802460, . . .} ,

� ��������
��������� �
����
���� ���6��8���#

detWN/ detVN = γN =

{
1,

1

2
,
4

7
,
4

7
,
15

26
,
1151

1995
,
12113

20985
,
153367

265692
,
2291980

3970729
, . . .

}
.
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 �� "�� #�$���� ���!����% γ�

*
 ��3� 
 ��������� ��
3�
$$� � ���$���� �
!��/�� ��������
������&
���# �
����
���� ���6��8���# �����
��� γ � ��3
���$�/����# '�
�� ��
N = 100+ 3�� γN(a), (b), (c) : 5��+ ��������������+ ��������
��������� ���&
 ��-4� ���6�# �6���������# �����# ���6� �����
��� γz ��������
����&
����� detWN/ detVN + �
��
- ��'�z � ��������
��������� 
�������$
��#+
����/���
- � h�ui � ���� ����'���- ��� 3�����$�� ��������
���������#
: ��'���# ����#��# ���$� ���-��
 	 0�$� �
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���-��� (�/
�����
 ��������
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�����

2H(n)−H(n2 + n) = γ + O(1/n2), n ∈ N,

3�� H(n) : 5�� 3
�$���/����� /����+ $�8�� ����/��� ��������
���������
�
����
���� ���6��8���#+ �����
- � �����- � �����
��� γ 6������+ /�$
��������
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