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Калашников И.Ю., Чечёткин В.М.
Особенности двумерного самогравитирующего потока, набегающего на мас-
сивное тело

Исследованы особенности двумерного самогравитирующего потока ча-
стиц, набегающего на массивное тело. Рассматривается кинетическое описа-
ние системы с использованием уравнения Власова–Пуассона, учитывая как
гравитационное поле центрального объекта, так и самогравитацию набегаю-
щих частиц. В результате анализа получено выражение для вязкости, обу-
словленной самогравитаций, которая оказывается пропорциональной квадра-
ту плотности и обратно пропорциональной температуре. Показано, что вяз-
кость, обусловленная самогравитацией, приводит к неньютоновскому поведе-
нию среды. На основе полученных результатов решены некоторые астрофи-
зические задачи, такие как одномерная стационарная аккреция изотермиче-
ского газа и потеря углового момента за счет самогравитации.

Ключевые слова: уравнение Власова–Пуассона, вязкость, аккреция.

Kalashnikov I.Yu., Chechetkin V.M.
Features of a two-dimensional self-gravitating fow incident on a massive body

The features of a two-dimensional self-gravitating fow of particles incident on
a massive body are investigated. A kinetic description of the system is considered
using the Vlasov-Poisson equation, taking into account both the gravitational
feld of the central object and the self-gravitation of the incident particles. As
a result of the analysis, an expression is obtained for the viscosity due to self-
gravitation, which turns out to be proportional to the square of the density and
inversely proportional to the temperature. It is shown that the viscosity due to
self-gravitation leads to non-Newtonian behavior of the medium. Based on the
results obtained, some astrophysical problems are solved, such as one-dimensional
stationary accretion of isothermal gas and the loss of angular momentum due to
self-gravitation.

Key words: Vlasov-Poisson equation, viscosity, accretion.
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1. Введение

Статистическая механика систем с дальнодействующими взаимодействия-
ми во многом отличается от более привычных систем с короткодействующи-
ми силами из-за того, что большой радиус взаимодействия частиц приводит
к невозможности разбить систему на статистически независимые подсисте-
мы [1]. Примеры систем с дальним взаимодействием можно найти в ядер-
ной физике, физике плазмы, теории конденсированных сред и, конечно же, в
астрофизике. Поэтому в настоящее время активно разрабатываются подходы
для описания подобных систем [2–6].

Среди дальнодействующих взаимодействий гравитация, вероятно, явля-
ется наиболее важным и фундаментальным примером [7, 8]. Однако анализ
самогравитирующих систем осложнен расходимостью гравитационной силы
на малых расстояниях и отсутствием экранирования на больши́х. В отличие
от электромагнитных сил, где заряды могут экранироваться, гравитацион-
ные силы всегда остаются неэкранированными, что делает их весьма слож-
ными для анализа. Кроме того, в таких системах может наблюдаться нару-
шение стандартных термодинамических пределов, таких как закон больших
чисел или центральная предельная теорема. Это связано с тем, что корре-
ляции между частицами в системах с дальнодействующими силами могут
сохраняться на огромных расстояниях, что приводит к нестандартным ста-
тистическим свойствам. Например, в гравитационных системах это может
проявляться в форме аномальных распределений скоростей или необычных
термодинамических циклов [9].

В этом свете исследование вязкости в системах с дальнодействующими
взаимодействиями, особенно в самогравитирующих системах, представляет-
ся весьма актуальной задачей современной физики. Вязкость, как мера внут-
реннего трения или сопротивления течению, в таких системах должна иметь
уникальные особенности, обусловленные гравитационными силами, которые
действуют на всех масштабах. В отличие от систем с короткодействующи-
ми силами, где вязкость может быть описана в рамках стандартных кине-
тических подходов, таких как метод Грэда или метод Чепмена – Энскога
(см.,напр., [10]), в самогравитирующих системах она требует учета коллек-
тивных эффектов.

Например, в протопланетных дисках гравитационная неустойчивость мо-
жет приводить к образованию спиральных волн плотности, которые, в свою
очередь, влияют на эффективную вязкость системы [11]. Эти волны могут пе-
реносить момент импульса на большие расстояния, что играет важную роль
в эволюции диска. Кроме того, вязкость в таких системах часто определяется
не только локальными свойствами среды, но и глобальными характеристика-
ми, такими как общая масса системы или ее угловой момент. Это связано с
тем, что даже далекие части системы могут влиять на локальные процессы
переноса. Например, в галактиках вязкость может быть обусловлена взаимо-
действием звезд и темной материи, что приводит к сложным динамическим
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процессам, таким как радиальное перемешивание и формирование баропо-
добных структур [12]. Вязкость занимает важнейшее место в теории аккре-
ции [13], способствуя потере веществом углового момента и, как следствие,
его падению на центральный объект.

Можно ожидать, что обусловленная самогравитацией вязкость (в даль-
нейшем обозначаемая µ) должна быть пропорциональна Gρ2, где G – это
гравитационная постоянная, ρ – плотность вещества. Увеличение температу-
ры T разрушает корреляционные связи, поэтому µ должна уменьшаться с ее
увеличением. Простейшей подходящей зависимостью является µ ∝ Gρ2/T .
Таким образом, обусловленная самогравитацией вязкость может играть зна-
чительную роль лишь для достаточно плотного и холодного вещества. В наи-
более часто встречающихся разделах астрофизики температура барионного
вещества обычно весьма велика, и доминировать должна вязкость связанная,
с короткодействующими силами, которая пропорциональна T 2/3. Однако для
гипотетической темной материи именно гравитационная вязкость должна иг-
рать главную роль.

Темная материя, которая не взаимодействует с электромагнитным излу-
чением, но проявляет себя через гравитационные эффекты, может захва-
тываться гравитационным полем компактных объектов. Поскольку для ее
аккреции отсутствует предел Эдингтона, она может быть очень эффектив-
ной [14–16]. При этом нет другого механизма эффективного отвода углового
момента кроме как благодаря самогравитации, т.к. слабое взаимодействие,
которому должны быть подвержены частицы темной материи, становится
существенным только при очень больши́х плотностях.

Чтобы получить выражение для вязкости, обусловленной самогравитаци-
ей, мы рассмотрели двумерное уравнение Власова – Пуассона, описывающее
поток частиц в окрестности компактного объекта (см. Разд. 2.1). По результа-
там его решения в Разд. 2.4 сделано заключение о конкретном виде вязкости.
В Разд. 3 приведено индуктивное обобщение полученной формулы и решены
некоторые простые астрофизические задачи.

2. Кинетическое рассмотрение

2.1. Постановка задачи

Рассмотрим однородный поток частиц массой m, набегающий из беско-
нечности со средней скоростью v0 на центральное неподвижное тело массой
M . При этом мы пренебрегаем изменением массы центрального тела за счет
аккреции и не учитываем динамическое трение [17], способное придать ему
скорость. После установления равновесия получившаяся конфигурация опи-
сывается стационарным уравнением Власова:� � 

∂f ∂ϕN ∂ϕg ∂f
v − + = 0, (1)
∂r ∂r ∂r ∂v
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ϕN = −GM
, (2)

|r| Z 
∇2ϕg = 4πGm fdv. (3)

Поскольку однородная самогравитирующая конфигурация не может оста-
ваться стационарной, то на значительном удалении от центрального тела
наше предположение об однородности набегающего потока не может быть
верным. Поэтому ограничимся рассмотрением области, в которой гравита-
ция центрального тела намного превышает самогравитацию набегающих ча-p
стиц, а именно: r ≪ n

−1/3
M/m, где n0 = const – концентрация частиц0

на значительном удалении от центра. В силу этого условия, самогравитацию
рассматриваем как малую поправку и решение (1)-(3) ищем иттеративно в
виде f = f0(1 + g), где |g| ≪ 1. Получаем обычное кинетическое уравнение
на движение в гравитационном поле:

∂f0 ∂ϕN ∂f0
v − = 0, (4)
∂r ∂r ∂v

ϕN = −GM
, (5)

|r|
и уравнение на поправку, связанную с самогравитацией:

∂g ∂ϕN ∂g ∂ϕg ∂ ln f0
v − = , (6)
∂r ∂r ∂v ∂r ∂vZ 
∇2ϕg = 4πGm f0dv. (7)

Полагаем, что на удалении от центрального объекта невозмущенная функ-
ция распределения является гауссовой по скоростям:

n0
� 

(v − v0)
2� 

f0||r|→∞ = exp − , (8)
2πα 2α

где α – дисперсия, одинаковая для всех направлений. В дальнейшем предпо-
лагаем осевую симметрию.

2.2. Без учета самогравитации

В сферических координатах (4) выглядит следующим образом:� � 
∂f0 v ∂f0 v2 GM ∂f0 uv ∂f0

u + + − − = 0, (9)
∂r r ∂θ r r2 ∂u r ∂v 

где u и v радиальная и азимутальная скорости соответственно. Можно найти
все три интеграла уравнения (9):

l = rv, (10)
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u2 + v2 GME = − , (11)
2 r

v2 −GM/r
µ = θ + arctan . (12)

uv 

Полагая, что скорость v0 направлена вдоль вертикальной оси, т.е. v0 = 
V0{cos θ,− sin θ, 0}, запишем решение (9) с учетом условия (8):

√ ! 
n0 2E − 2V0 2E cos µ + V2

0f0 = exp − . (13)
2πα 2α

Простым вычислением можно убедиться, что cos µ действительная величина,
поэтому при E < 0 и v0 ̸= 0 функция распределения f0 становится комплекс-
ной. Это соответствует гравитационному захвату частиц массивным телом.
Далее будем рассматривать лишь ту область, в которой частицы совершают
инфинитное движение, т.е. GM/αr ≪ 1. Таким образом, с учетом начального
предположения, рассматриваемая пространственная область естьr 

GM M≪ r ≪ n
−1/3

. (14)0α m

В этом приближении функция распределения (13) имеет вид� � �� 
n0 GM V0

f0 ≃ 1 + 1 + sin θ ×
2πα αr v � � (15)

u2 − 2V0(u cos θ − v sin θ) + v2 + V2
0× exp − .

2α

Примечательно, что она имеет особенность при v = 0. Интегрируя (15) по
скоростям в смысле главного значения, получаем распределение концентра-
ции: � � � ��� 

GM V0 sin θ V0 sin θ
n = n0 1 + 1 − 2 √ D √ , (16)

αr 2α 2αR−x x yгде D(x) = e
2

e
2

dy – функция Доусона (см. Рис. 1). Для простоты0
ограничимся случаем малой средней скорости:

V2 ≪ α, (17)0

тогда распределение концентрации принимает вид� � �� 
GM V0

2

n ≃ n0 1 + 1 − sin2 θ , (18)
αr α

а поле средней скорости есть � � 
⟨v⟩ = V = V0 cos θ, − sin θ + 

GM
sin θ . (19)

αr
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Рис. 1. Радиальное распределение концентрации в невозмущенной задаче согласно (16)√
при V0 = 3 2α/5 при разных углах: θ = 0 (сплошная линия), θ = π/4 (пунктирная) и
θ = π/2 (точечная).

2.3. Учет самогравитации

Решение уравнения (7) на поправку к потенциалу, обусловленную распре-
делением концентрации (18), можно представить в виде:� � �� 

r2 GM V0
2

ϕg = 4πGρ0 + r 1 − (1 + cos2 θ) , (20)
6 2α 2α

где ρ0 = mn0. Как и следовало ожидать, эта поправка к потенциалу, как,
впрочем, и концентрация (16)(18), не изменяется при замене знака V0 или θ.

В рассматриваемом нами приближении правая часть (6) имеет большое ко-
личество слагаемых. Поскольку мы интересуемся самогравитацией на фоне
притяжения центрального объекта, нам достаточно рассмотреть слагаемые,
пропорциональные Mn2

0. Для демонстрации возникающих черт распределе-
ния были рассмотрены лишь два наиболее интригующих слагаемых, а именно

−1слагаемое ∼ v и слагаемое, связанное с несферичностью потенциала (20).
При этом мы придерживаемся точности до O(GM) и O(V0

2), поэтому, чтобы
избежать превышения точности, не учитываем второе слагаемое в уравнении
(6), которое теперь принимает вид: � � 2∂g v ∂g v ∂g uv ∂g GM V2 1 v 

u + + − = 4πGρ0
0 − sin 2θ. (21)

∂r r ∂θ r ∂u r ∂v α 2α 3v 2α

Решение этого уравнения будем искать в виде:

G2Mρ0V
2
0g = 4π (p(u, v) sin 2θ + q(u, v) cos 2θ)r, (22)

2α2

в результате чего приходим к системе уравнений:

∂p ∂p 1 v 2v − uv + up− 2vq = − , (23)
∂u ∂v 3v 2α
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∂q ∂q2v − uv + up + 2vp = 0. (24)
∂u ∂v 

Из соображений симметрии ясно, что решение уравнения (21) не должно
меняться при одновременном изменении знаков угла θ и какой-либо из ско-
ростей u или v. К слову, этим же свойством обладает решение (13). Поэтому
из (22) получаем условия на функции p(u, v) и q(u, v):

p(u, v) = −p(u,−v) = −p(−u, v) 
(25)

q(u, v) = q(u,−v) = q(−u, v).

Это ограничивает семейство возможных решений (23)(24) и в результате с
учетом приближений (14)(17) искомая из уравнений (1)-(3) с граничным усло-
вием (8) функция распределения запишется как:� �(� �� 2n0 u + v2 GM V0

f = exp − 1 + 1 + (u cos θ − v sin θ)+ 
2πα 2α αr α

V2 � (u cos θ − v sin θ)2
�� 

+ 0 − 1 + 
2α � α � (26)
GM V0 V0

+ sin θ 1 + (u cos θ − v sin θ) + 
αr v α )

GM V0
2

+ 2πGmn0 r [p(u, v) sin 2θ + q(u, v) cos 2θ] ,
α α

где найденные из (23)(24) функции p и q имеют вид (см. Рис. 2):� � 
u uv u2 + v2

p = + 1 + ×
6v(u2 + v2) (u2 + v2)2 α� � (27)2u2 − v |v|× 1 + √ log √ ,

2u u2 + v2 u2 + v2 + u � � 
1 v2 u2 + v2

q = − + 1 + ×
3(u2 + v2) (u2 + v2)2 α� � (28)

u |v|× 1 + √ log √ .
u2 + v2 u2 + v2 + u 

Из (26) можно видеть, что обусловленная самогравитацией поправка про-
порциональна квадрату концентрации и массе центрального объекта, т.е. она
как раз учитывает самогравитацию потока во внешнем поле массивного тела.
Причем по мере удаления от него влияние самогравитации растет линейно.
Посчитанные численно моменты этой поправки представлены в Табл. 1. При-

2мечательно, что ⟨u + v2⟩ = 0 ̸ только лишь благодаря второму слагаемому в
(23), связанному с несферичностью потенциала (20).
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√
Рис. 2. Функции p(u, v) (слева) и q(u, v) (справа) при разных u: 0.2 α (сплошная линия),√ √
2 α (пунктирная) и 20 α (точечная). При этом p(u, v) нечетная по каждой из перемен-
ных, а q(u, v) четная по каждой из них (см.(25)(27)(28)).

Таблица 1. Моменты функций (27)(28), взвешенных с exp(−(u2 + v2)/2α) 
1 u v uv 2u 2v

−(u2+v2)/2αp(u, v)e 0 0 0 2.52α 0 0 
−(u2+v2)/2αq(u, v)e 1.53 0 0 0 −0.42α 4.61α

С учетом самогравитации распределение концентрации (18) дополняется
слагаемым:

GM Gmn0 V2
0ng = n0 1.53 r cos 2θ. (29)

α α α

2.4. Гравитационная вязкость

Зная функцию распределения (26), можно посчитать необходи-
мые нам моменты. Тензор напряжений, определяемый как σik = 
−ρ⟨(vi − ⟨vi⟩) (vk − ⟨vk⟩)⟩ имеет следующие компоненты:� � �� 

GM V2 GM V2
0 0σrr = −ρ0α 1 + 1 − sin2 θ + 0.42Gρ0

2 r cos 2θ, (30)
αr α α α� � �� 
GM V0

2 GM V0
2

σθθ = −ρ0α 1 + 1 + sin2 θ − 4.61Gρ2 r cos 2θ, (31)0αr α α α

GM V0
2

σrθ = −2.52Gρ0
2 r sin 2θ. (32)

α α

Соответственно, скалярное давление, для движущихся сред определяемое че-
рез след тензора напряжений, есть� 

GM
� 

GM V0
2

p = ρ0α 1 + + 2.1Gρ2 r cos 2θ, (33)0αr α α

где первое слагаемое отвечает уравнению состояния идеального газа, вто-
рое есть поправка, связанная с притяжением частиц к массивному телу и
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совпадающая с обычной барометрической формулой для малых GM , а тре-
тье возникает благодаря самогравитации. Однако наиболее примечательным
является наличие недиагональной компоненты тензора, обусловленной само-
гравитацией набегающих частиц в поле центрального тела. В дальнейшем
рассмотрим только часть тензора напряжений, связанную с самогравитаци-
ей, обозначив ее как σg

ik.
Вязкость определяется как коэффициент пропорциональности между вяз-

ким тензором напряжений τ g = σg + pgδik и тензором скорости деформации:ik ik� � 
1 ∂vi ∂vk

Eik = + , (34)
2 ∂xk ∂xi

что связанно с требованием инвариантности по отношению как к галилеев-
ским преобразованиям, так и к переходу во вращающуюся систему отсче-
та [18]. Как следует из Табл. 1, учет самогравитации не меняет первые мо-
менты функции распределения, поэтому Eik, посчитанная с помощью (19),
имеет вид: � � 

V0 0 − sin θ
E = 

GM
. (35)− sin θ cos θαr r

Будем искать линейную связь между (35) и вязким тензором напряжений:� � 
V2GM 0 cos 2θ − sin 2θ

τ g = 2.52Gρ2 r . (36)0 − sin 2θ − cos 2θα α

Очевидно, что коэффициент пропорциональности между ними не является
скаляром, что связано с анизотропностью течения. Предположение, что (35)
и (36) связаны тензором второго ранга, т.е. что τ g = 2µimEmk, приводит кik
сингулярному при некоторых углах виду µim. Поэтому рассмотрим наиболее
общий случай [19], ища пропорциональность в виде тензора четвертого ранга:

τ g = 2µiklmElm. (37)ik

Оставляя лишь угловую зависимость, перепишем вязкость как

µiklm = 1.26Gρ20r
3V

α
0
hiklm (38)

и приходим к трем уравнениям:

− 2hrrrθ sin θ + hrrθθ cos θ = cos 2 θ − sin2 θ, (39)
− 2hθθrθ sin θ + hθθθθ cos θ = − cos 2 θ + sin2 θ, (40)
− 2hrθrθ sin θ + hrθθθ cos θ = −2 cos θ sin θ, (41)

на шесть независимых компонент. Также есть условие на равенство нулю сле-
да τii

g и ограничение – требуется, чтобы компоненты hiklm были конечными
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при любых углах. По-видимому, есть только единственный способ удовлетво-
рить (39)-(40) и этим требованиям:

hrrθθ = −hθθθθ = cos θ, (42)
1 

hrrrθ = −hθθrθ = sin θ.
2 

(43)

Полагаем, что остальные компоненты должны иметь такой же вид, поэтому
из (41) получаем:

hrθrθ = cos θ, (44)
hrθθθ = 0. (45)

Оставшиеся три независимые компоненты нельзя определить из-за того, что
Err = 0, поэтому по аналогии с (42) и (45) предположим, что

hθθrr = −hrrrr = cos θ, (46)
hrθrr = 0. (47)

Таким образом мы получили, что из-за анизотропии задачи вязкость пред-
ставляет собой тензор четвертого ранга и, что наиболее интересно, она зави-
сит от скорости V0. Т.е. имеются основания полагать, что в рассматриваемом
приближении самогравитирующий поток в присутствии внешнего поля ведет
себя как неньютоновская жидкость.

3. Гидродинамические следствия

3.1. Неньютоновская жидкость

Полученное в Разделе 2.4 соотношение между тензором скорости дефор-
мации и вязким тензором напряжений относится лишь к задаче, решаемой в
Разделе 2. Однако распространим полученные соотношения на произвольный
случай, в том числе и на финитное движение, положив, что самогравитиру-
ющая среда в окрестности гравитирующего центрального объекта ведет себя
как неньютоновская жидкость, записав вязкость согласно (38) как:

m 3µiklm = νGρ2 r wiklm, (48)
kBT

где ν – это безразмерный коэффициент порядка единицы, ρ, T – плотность и
температура среды соответственно, kB – постоянная Больцмана, r – расстоя-
ние до центрального объекта, а тензор wiklm содержит компоненты скорости
среды:

wrrθθ = wrθrθ = wθθrr = −wrrrr = −wθθθθ = Vr,

wrrrθ = −wθθrθ = −1
Vθ, (49)

2 
wrθθθ = wrθrr = 0.
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Таким образом получается, что обусловленная самогравитацией вязкость
пропорциональна Gρ2/T , что было ожидаемо. Т.е. при высоких температу-
рах ее вкладом можно пренебречь, а при низких – наоборот, связанный с
самогравитацией эффект становится весьма значительным.

Предполагается, что гравитация центрального объекта намного превосхо-
дит самогравитацию среды, т.е.справедлива правая часть неравенства (14).
При этом надо помнить, что выражение для вязкости (48)(49) было получе-
но и остается справедливым только в выделенной системе отсчета, связанной
с центральным объектом. Пользуясь им, попробуем решить некоторые про-
стейшие астрофизические задачи.

3.2. Одномерная стационарная аккреция изотермического газа

В одномерном центрально-симметричном случае интересующие нас ком-
поненты вязкого тензора напряжений имеют вид

τrr = −τθθ = −2νGρ2
m

r4
∂ Vr

, (50)
kBT ∂r r

соответственно, законы сохранения массы и импульса запишутся так:

˙
r2ρVr = −M

, (51)
4π � � 

1 ∂ GM ∂p 1 ∂ m ∂ V2
rr2ρV2 + ρ + = − r8νGρ2 , (52)r2 2 3 kBT r2r ∂r r ∂r r ∂r ∂r

˙ 2где M > 0 – темп аккреции. Полагая среду изотермической, т.е. p = c ρ, гдеs
cs = const есть скорость звука, и выражая плотность из (51), получим� � � � 

V2 3∂ GM Vr ∂ r ∂r 2 Vr− + c log ρ = β , (53)s∂r 2 r r ∂r Vr ∂r r

где введено обозначение

ν GṀ
β = > 0. (54)

22π cs

Полагая, что градиент скорости мал, |d log Vr/d log r| ≪ 1, можно выделить
первый интеграл (аналог закона Бернулли):

Vr
2 GM 2 ρ ∂ Vr− + c log − βr2 = const, (55)s2 r ρout ∂r r

2где из постоянной интегрирования было выделено слагаемое c log ρout, содер-s
жащее плотность на бесконечности. В отсутствие внешней силы скорость и
ее градиент нулевые, поэтому const = 0.
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Рис. 3. Распределение скорости холодной изотермической среды с учетом вязкости (57)
(сплошная линия) и скорость свободного падения (пунктирная).

Для достаточно холодной среды можно пренебречь третьим слагаемым.
Тогда, ища решение в виде Vr = βra′(r)/a(r), где штрих обозначает произ-
водную, приходим к уравнению:

′′ −a
2GM

a = 0. (56)
βr3

√ p
Заменой a = r b( 8GM/β2r) его можно свести к уравнению на модифици-
рованные функции Бесселя первого порядка. Требуя, чтобы скорость всюду
была отрицательной, можно определить константу интегрирования. В резуль-
тате получаем следующее выражение для скорости:" r !# 

Vr
β d

= − r
2 dr

log 
√
rK1

2 

β

2GM

r
, (57)

где K – функция Макдональда. При малых радиусах скорость ведет себя какr r 
1 2GM 3β 1 2GM

Vr ≃ − − ≃ − , (58)
2 r 8 2 r

т.е. она в два раза меньше скорости свободного падения Vf = (2GM/r)1/2

(см. Рис. 3). Таким образом, как и ожидалось, вязкость тормозит среду. На-
личие в выражениях (57)(58) темпа аккреции Ṁ (содержится в β, см.(54))
не удивительно – благодаря вязкости все течение перераспределяется и под-
страивается под темп аккреции.

3.3. Потеря углового момента

Оценим скорость изменения удельного углового момента l = ρ r × V за
счет самогравитации. Для этого предположим радиальную симметрию и на-
личие обеих компонент скорости. Надо отметить, что обычно такие задачи
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решаются в другой плоскости. В нашем случае, для оценки, заменим ско-
рость обращения вокруг центрального объекта модулем азимутальной скоро-
сти |Vθ|. Нужна лишь rθ компонента вязкого тензора напряжений:

1 ∂ 3τrθ ∼ τrθ, (59)= rl̇ϕ 2r ∂r
g

где точка обозначает производную по времени. В свертке µiklmElm отлично
от нуля только одно слагаемое, поэтому получаем

m∼ Gρ2 r2Vr|Vθ|. (60)l̇ϕ
g

kBT

Поскольку величины не изменяются по углу, соотношение (51) остается спра-
ведливым, а в качестве |Vθ| можно взять кеплерову скорость:r 

m m GM∼ −GṀρ |Vθ| = −GṀρ . (61)l̇ϕ
g

kBT kBT r

Таким образом получается, что самогравитация аккрецирующей среды спо-
собствует уменьшению углового момента.

4. Заключение

В работе проведен анализ двумерного самогравитирующего бесстолкнови-
тельного потока частиц, набегающего на массивное тело. С учетом самогра-
витации как поправки, была найдена функция распределения (26). При этом
расчеты проводились в такой пространственной области, в которой, с одной
стороны, самогравитация набегающих частиц намного меньше притяжения
центрального тела, а с другой стороны, частицы не захватываются им (14).
Полагалось, что вдали от центрального объекта частицы находятся в тер-
модинамическом равновесии (8), а также что средняя скорость набегающих
частиц мала по сравнению со среднеквадратичной (17).

При анализе моментов полученной функции распределения оказалось, что
тензор напряжений имеет недиагональную компоненту (32), обусловленную
самогравитацией набегающих частиц в поле центрального тела. Диагональ-
ные же компоненты, за вычетом соответствующего давлению половины следа
тензора, имеют тот же самый числовой коэффициент (см. (30)-(33)), т.е. их
можно записать в одно выражение (36), являющееся вязким тензором напря-
жений. Была найдена пропорциональность между ним и тензором скорости
деформации (49), т.е. вязкость. Она оказалась тензором четвертого ранга,
зависящим от скорости потока (38)(42)-(47). Таким образом было показано,
что при сделанных предположениях самогравитирующая среда в окрестно-
сти массивного тела ведет себя как неньютоновская жидкость с анизотропной
вязкостью. Примечательно, что такой эффект возникает в бесстолкновитель-
ной среде только за счет дальнодействующей силы притяжения.
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В Разд. 3 на основе частной решенной задачи было сделано индуктивное
обобщение полученной формулы для вязкости (48)(49) для случая произволь-
ных плотности, температуры и скорости среды. При этом все еще предпола-
галось, что гравитация центрального объекта намного превосходит самогра-
витацию среды, т.е. справедлива правая часть неравенства (14).

На основе полученных выражений для вязкости решены некоторые аст-
рофизические задачи. В частности, рассмотрена одномерная стационарная
аккреция изотермического газа (Разд. 3.2), где показано, что вязкость, обу-
словленная самогравитацией, приводит к замедлению потока и изменению
его структуры. В Разд. 3.3 оценена скорость потери углового момента за счет
самогравитации. Полученные результаты согласуются с ожиданиями, что са-
могравитация способствует уменьшению углового момента, что может играть
важную роль в процессах аккреции и формирования компактных объектов.

Однако стоит отметить, что при кинетическом рассмотрении конкретной
задачи (Разд. 2) были сделаны определенные упрощения, такие как предпо-
ложение о малой средней скорости потока и инфинитном движении частиц.
Эти допущения позволили получить простое аналитическое решение, но мо-
гут ограничивать применимость результатов в реальных астрофизических
условиях. В будущих исследованиях было бы полезно расширить область
применимости решения (26). Кроме того, переход от решения частной за-
дачи к общему выражению для вязкости носит скорее эвристический харак-
тер. К тому же, в силу двумерной постановки не представляется возможным
узнать полярные компоненты тензора wiklm. Поэтому в дальнейшем необ-
ходимо получить более общее выражение для вязкости (48), основанное на
первых принципах.

В целом работа вносит важный вклад в понимание динамики самогра-
витирующих систем и их влияния на астрофизические процессы. Получен-
ные результаты могут быть использованы для дальнейших исследований в
области аккреции, динамики темной материи, динамики галактик и других
астрофизических явлений, где гравитационные эффекты играют ключевую
роль.
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