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Аннотация

В диссертации рассматривается задача стыковки микроспутников с

нежесткими элементами конструкции по сглаженным траекториям, проходя-

щим через наперед заданные точки. Целью работы является моделирование

процесса стыковки и сравнение непрерывного и непрерывно дифференциру-

емого управления в рамках поставленной задачи. Реализованы алгоритмы

построения сглаженной траектории в виде сплайнов четвертой и пятой сте-

пеней. Реализован алгоритм построения движения по данным траекториям.

Проведено сравнение непрерывного и гладкого управлений. Результаты

сравнения демонстрируют, что использование сплайнов более высокого

порядка позволяют добиться отсутствия возбуждения высокочастотных

колебаний.
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Введение

В настоящее время космические аппараты с нежесткими элементами

конструкции широко применяются для решения большого количества при-

кладных задач. К такому классу аппаратов относятся, например, спутники

связи с антеннами большого размера, спутники, оснащенные солнечным па-

русом или роботизированными манипуляторами. В следствие значительной

протяженности нежестких элементов в процессе орбитального и углового

маневрирования в них неизбежно возникновение колебаний, которые могут

значительно ухудшить точность ориентации всего аппарата или даже приве-

сти к потери устойчивости движения. [1] Обычно, гашение низкочастотных

колебаний происходит при помощи различных демпфирующих устройств,

закрепленных непосредственно на нежестком элементе. Значительный прак-

тический интерес представляет задача управления аппарата только при

помощи устройств, расположенных на теле спутника. В [2] показано, что

условием отстутсвия возбуждения колебаний является гладкость управ-

ляещего воздействия. Один из способов получения гладкого управления

– построение траектории достаточной степени гладкости, по которой осу-

ществляется движение космического аппарата. Так как координаты центра

масс определяются путем интегрирования управления по времени дважды,

то, из требования гладкости управления следует требование непрерывности

третьей производной во всех точках траектории. Таким образом, следует

необходимость поиска траектории в классе C3. Способы получения таких

траекторий различны. Например, метод корректировки опорных точек, рас-

смотренный в [3], применение полярных полиномов [4] и сплайны. В данной

работе рассматривается способ построения сглаженных траекторий в виде

сплайна порядка гладкости C3 с целью получения гладкого управляюще-

го воздействия из C1. Для этого, как было упомянуто ранее, необходимо

обеспечить непрерывность третьей производной траектории. Это приводит
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к необходимости использования сплайна четвертой степени. Однако, как

показано в первой главе данной работы, для того, чтобы удовлетворить всем

ограничениям, наложенным на данную траекторию, недостаточно рассмат-

ривать сплайн четвертой степени, что приводит к необходимости добавления

двух интерполяционных полиномов пятой степени. С целью лучшего пове-

дения спутника в окрестностях начальной и конечной точек траектории,

будем задавать крайние сегменты траектории в виде полиномов пятой сте-

пени. Также в работе рассматривается задача построения траектории с

целью определения непрерывного управляющего воздействия. Для полу-

чения непрерывного управления достаточно потребовать непрерывности

второй производной траектории. Это позволяет понизить порядок искомого

сплайна до четвертого. Тогда, внутренние сегменты сплайна будем искать

в виде кубических полиномов, а первый и последний сегмент как полином

четвертой степени. Осуществленно моделирование движения микроспутни-

ка при различных режимах управления. Моделирование проводилось на

основе макета COSMOS [7]. Уравнения движения макета получены в [6].

В работе приведено сравнение возникаемых колебаний при различном

порядке гладкости траектории движения макета.
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1. Построение сглаженных траекторий

1.1. Сплайн пятого порядка

Для построения гладкого управления построим сглаженную траекто-

рию в виде сплайна четвертого порядка с целью обеспечить непрерывность

третьей производной траектории по времени во внутренних точках. Из

рассуждений, приведенных ранее, вытекает необходимость поиска крайних

сегментов сплайна в виде полинома пятой степени.

Предполагается, что макет проходит через n наперед заданных точек

(которые носят название контрольные точки пути или узлы) y1, y2, ..., yn в

соответствующие моменты времени t1, t2, ..., tn. Также предполагается, что

0 ≤ t1 < t2 < ... ≤ tn. Тогда, интерполяционные полиномы для искомого

сплайна имеют вид:

f1(t) = c11+c12(t−t1)+c13(t−t1)2+c14(t−t1)3+c15(t−t1)4+c16(t−t1)5, t ∈ [t1, t2]

fi(t) = ci1 + ci2(t− ti) + ci3(t− ti)
2 + ci4(t− ti)

3 + ci5(t− ti)
4, t ∈ [ti, ti+1]

fn−1(t) = cn−11 + cn−12(t− tn−1) + cn−13(t− tn−1)
2 + cn−14(t− tn−1)

3+

cn−15(t− tn−1)
4 + cn−16(t− tn−1)

5, t ∈ [tn−1, tn]

Таким образом, задача построения сплайна сводится к нахождению

значений коэффициентов ci1, ci2, ..., cij, i = 1, ..., n− 1, j = 1, ..., 6. С учетом

требований к рассматриваемой траектории, получаем, что необходимо опре-

делить 12 + 5(n− 3) = 5n− 3 коэффициентов. Для этого необходимо задать

5n− 3 условий на интерполяционный сплайн.

Во-первых, потребуем равенства значений каждого интерполяционно-

го полинома во всех контрольных точках:

fi(ti) = yi, i = 1, 2, ..., n− 1 (1)
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fi(ti+1) = yi+1, i = 1, 2, ..., n− 1 (2)

Далее, потребуем равенства первой, второй и третьей производных во

внутренних узлах траектории:

f ′i(ti+1) = f ′i+1(ti+1), i = 1, 2, ..., n− 2 (3)

f ′′i(ti+1) = f ′′i+1(ti+1), i = 1, 2, ..., n− 2 (4)

f ′′′i(ti+1) = f ′′′i+1(ti+1), i = 1, 2, ..., n− 2 (5)

Таким образом, получили 3(n − 2) + 2(n − 1) = 5n − 8 условий на

рассматриваемый сплайн. Необходимо добавить 5 условий для того, чтобы

полученная система уравнений была разрешима относительно значений

коэффициентов каждого интерполяционного полинома. Для этого, с учетом

специфики рассматриваемой задачи, зададим условия в крайних узлах

траектории. Целью стыковки является перевод макета в заданное конечное

положение, в котором скорость и ускорение макета будут равны нулю. То

есть, f ′n−1(tn) = 0, f ′′n−1(tn) = 0. Так как в задачах стыковки обычно в

начальный момент времени макет рассматривается как покоящееся тело,

то для того чтобы замкнуть систему уравнений, добавим еще три условия

в начальной точке траектории f ′1(t1) = 0, f ′′n−1(t1) = 0, f ′′′n−1(t1) = 0.

Теперь, имея 5n− 3 неизвестных и 5n− 3 уравнений, разрешим эту систему

уравнений.

Во-первых, из условия (3) сразу же следует, что ci1 = yi, что позволяет

исключить из рассматриваемой системы n− 1 уравнений и таким образом

понизить порядок системы.

Теперь, рассмотрим первый сегмент траектории. Из начальных усло-
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вий f ′1(t1) = 0, f ′′n−1(t1) = 0, f ′′′n−1(t1) = 0 следует:
c12 = 0

c13 = 0

c14 = 0

Введем обозначения: Ti = ti+1 − ti, Yi = yi+1 − yi, i = 1, 2, ..., n − 1 Из

условий (2) ∼ (5) для первого сегмента следует, что:

c15T
4
1 + c16T

5
1 = Y1

4c15T
3
1 + 5c16T

4
1 = c22

4c14T
2
1 + 10c16T

3
1 = c23

4c14T1 + 10c16T
2
1 = c24

Теперь рассмотрим внутренние сегменты траектории. Для них



ci2Ti + ci3T
2
i + ci4T

3
i + ci5T

4
i = Yi

ci2 + 2ci3Ti + 3ci4T
2
i + 4c15T

3
i = ci2

ci3 + 3ci4Ti + 6c16T
2
i = ci3

ci4 + 4c16Ti = ci4

Для последнего сегмента траектории уравнения запишутся в виде:
cn−12Tn−1 + cn−13T

2
n−1 + cn−14T

3
n−1 + cn−15T

4
n−1 + cn−16T

5
n−1 = Yn−1

cn−12 + 2cn−13Tn−1 + 3cn−14T
2
n−1 + 4cn−15T

3
n−1 + 5cn−16T

4
n−1 = 0

cn−13 + 3cn−14Tn−1 + 6cn−16T
2
n−1 + 10cn−16T

3
n−1 = 0

В матричном виде уравнение для коэффициентов интерполяционных поли-
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номов сплайна примет вид:



T 4
1 T 5

1

4T 3
1 5T 4

1 −1

4T 2
1 10T 3

1 0 −1

4T1 10T 2
1 0 0 −1

T2 T 2
2 T 3

2 T 4
2

1 2T2 3T 2
2 4T 3

2 −1

1 3T2 6T 3
2 0 −1

1 4T2 0 0 −1
...

Tn−1 T 2
n−1 T 3

n−1 T 4
n−1 T 5

n−1

1 2Tn−1 3T 2
n−1 4T 3

n−1 5T 4
n−1

1 3Tn−1 6T 2
n−1 10T 3

n−1





c15

c16

c22

c23

c24

c25

c32

c33
...

cn−14

cn−15

cn−16



=



Y1

Y2

...

Yn−1


где пустые элементы матрицы – нули. Обратив данную матрицу, найдем все

значения искомых коэффициентов интерполяционных полиномов. Данная

матрица обратима, так как в работе [8] показана возможность неособым

преобразованием перейти к переменным (y′2, y
′
3, , ..., y

′
n, y

′′
2 , y

′′
3 , ..., y

′′
n), для

которых матрица будет обладать свойством диагонального преобладания,

откуда следует ее неособенность [9].

Управление же задается следующими соотношениями:

u1(t) = 2c13 + 6c14(t− t1) + 12c15(t− t1)
2 + 20c16(t− t1)

3, t ∈ [t1, t2]

ui(t) = 2ci3 + 6ci4(t− ti) + 12ci5(t− ti)
2, t ∈ [ti, ti+1]

un−1(t) = 2cn−13 + 6cn−14(t− tn−1) + 12cn−15(t− tn−1)
2 + 20cn−16(t− tn−1)

3,

t ∈ [tn−1, tn]

Таким образом, получена сглаженная траектория проходящяя через

9



контрольные точки в виде сплайна, у которого крайние сегменты явля-

ются полиномами пятой степени, а все внутренние сегменты – полиномы

четвертой степени. Построено соответствующее управление.

1.2. Сплайн четвертого порядка

Для построения непрерывного управления интерполируем контроль-

ные точки траектории сплайном четвертого порядка. Внутренние сегменты

– полиномы третьей степени, крайние – четвертой. По аналогии со сплайном

пятого порядка, сегменты траектории определяются как:

f1(t) = c11 + c12(t− t1) + c13(t− t1)
2 + c14(t− t1)

3 + c15(t− t1)
4, t ∈ [t1, t2]

fi(t) = ci1 + ci2(t− ti) + ci3(t− ti)
2 + ci4(t− ti)

3, t ∈ [ti, ti+1]

fn−1(t) = cn−11 + cn−12(t− tn−1) + cn−13(t− tn−1)
2 + cn−14(t− tn−1)

3+

cn−15(t− tn−1)
4, t ∈ [tn−1, tn]

Необходимо определить 10 + 4(n−3) = 4n−2 коэффициент интерполяцион-

ных полиномов. необходимо задать 4n− 2 условия на сплайн. Аналогично

предыдущему параграфу, потребуем равенство значений в узлах траекто-

рии, равенство первой и вторых производных. В крайних точках траектории

потребуем равенство нулю первых и вторых производных сплайна.

fi(ti) = yi, i = 1, 2, ..., n− 1 (6)

fi(ti+1) = yi+1, i = 1, 2, ..., n− 1 (7)

f ′i(ti+1) = f ′i+1(ti+1), i = 1, 2, ..., n− 2 (8)

f ′′i(ti+1) = f ′′i+1(ti+1), i = 1, 2, ..., n− 2 (9)

f ′1(t1) = 0, f ′′1 (t1) = 0, f ′n−1(tn) = 0, f ′′n−1(tn) = 0 (10)
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Имеем 2(n−1)+2(n−2)+4 = 4n−2 условия, следовательно, система

замкнута относительно коэффициентов интерполяционных полиномов.

Аналогично, из условия (6) сразу следует, что ci1 = yi. Для первого

сегмента траектории из начальных условий f ′1(t1) = 0, f ′′1 (t1) = 0 следует:c12 = 0

c13 = 0

Из условий (6) ∼ (9) для первого сегмента следует, что:
c14T

3
1 + c15T

4
1 = Y1

3c14T
2
1 + 4c15T

3
1 = c22

3c14T1 + 6c15T
2
1 = c23

Для внутренних сегментов:
ci2Ti + ci3T

2
i + ci4T

3
i = Yi

ci2 + 2ci3Ti + 3ci4T
2
i = ci2

ci3 + 3ci4Ti = ci3

Для последнего сегмента траектории уравнения запишутся в виде:
cn−12Tn−1 + cn−13T

2
n−1 + cn−14T

3
n−1 + cn−15T

4
n−1 = Yn−1

cn−12 + 2cn−13Tn−1 + 3cn−14T
2
n−1 + 4cn−15T

3
n−1 = 0

cn−13 + 3cn−14Tn−1 + 6cn−16T
2
n−1 = 0

В матричном виде уравнение для коэффициентов интерполяционных поли-
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номов сплайна примет вид:



T 3
1 T 4

1

3T 2
1 4T 3

1 −1

3T1 6T 2
1 0 −1

T2 T 2
2 T 3

2

1 2T2 3T 2
2 −1

1 3T2 0 −1
...

Tn−1 T 2
n−1 T 3

n−1 T 4
n−1

1 2Tn−1 3T 2
n−1 4T 3

n−1

1 3Tn−1 6T 2
n−1





c14

c15

c22

c23

c24

c32
...

cn−14

cn−15

cn−16



=



Y1

Y2

...

Yn−1


Как и в случае со сплайном более высокой степени, данная матрица об-

ратима [8]. Разрешив систему относительно неизвестных cij, получаем все

коэффициенты интерполяционных полиномов.

Управление же задается следующими соотношениями:

u1(t) = 2c13 + 6c14(t− t1) + 12c15(t− t1)
2 t ∈ [t1, t2]

ui(t) = 2ci3 + 6ci4(t− ti), t ∈ [ti, ti+1]

un−1(t) = 2cn−13 + 6cn−14(t− tn−1) + 12cn−15(t− tn−1)
2, t ∈ [tn−1, tn]

Таким образом, построена сглаженная траектория в форме сплайна, край-

ние сегменты которого являются полиномами четвертой степени, а все

внутренние сегменты – полиномы третьей степени.
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2. Построение движения

2.1. Макет микроспутника с нежесткими элементами

Тело макета представляет собой восьмиугольную призму с радиусом

описанной окружности 15 см и высотой 40 см. Масса всего макета состав-

ляет 5.2 кг. Нежесткие элементы идентичны и расположены симметрично

относительно тела макета. Масса каждого стержня составляет 0.3 кг. Длина

каждого стержня – 1.2 м.

Рисунок 1 – Макет микроспутника с нежесткими элементами
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2.2. Уравнения движения

Уравнения движения получены в [5]. Приведем их ниже без вывода:

ẋ = Fx + Bu, (11)

где x - вектор состояния макета, его вид: x =
[
x y ϕ qa qp ẋ ẏ ϕ̇ q̇a q̇p

]
T ,

где x, y - горизонтальная и вертикальная координаты центра масс всего

макета, ϕ – угол между осью макета и горизонтальную, в рассматриваемой

задаче выбран таким образом, что ϕ(0) = 0

F =


05x5 E5x5

02x5 02x5[
03x2 S−1Cf

]
03x5

 ,B =


05x3[

E2x2 O2x1

]
S−1Cf ,

 ,u =


Fx

Fy

Ts


.

S =


J Sw Sw

Sw (1− A2

m ) A2

m

Sw
A2

m (1− A2

m )

 ,Bf =


0 0 1

−A1

m −A2

m 0

A1

m
A2

m 0



Cf =


0 0 0

0 −Ω 0

0 0 −Ω


Где A =

A1

A2

 - вектор смещения нежестких элементов, A = A2
1 + A2

2,

ϕ̇ - угловая скорость макета, qa, qp - амплитуды колебаний соответствующе-

го нежесткого элемента, J - момент инерции тела макета, Sw - некоторый

"относительный"момент инерции нежестких элементов, Ω - квадрат соб-

ственных частот колебаний, m - масса всего макета. Также, учитывая, что
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r = [x, y]T , добавим еще одно уравнение

rs = r +
1

m
A(qp − qa)

Это выражение определяет координаты центра масс тела макета, которые

используются при моделировании движения. Интегрируя уравнение (11),

определим движение макета.
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3. Моделирование движения

При моделировании движения макета использованы следующие ве-

личины: m = 5.2 кг – масса всего макета, L = 1.2 м – длина стерж-

ней, моделирующих нежесткие элементы конструкции (антенну и сол-

нечную панель), J = 0.15 кг · м2, A =
[
0.001 0.15

]T
- вектор смеще-

ний стержней, ω0 = 0.1 Гц – главная собственная частота. Контроль-

ные точки заданы следующими величинами: X =
[
2 1.65 1.15 0.7 0

]
,

Y =
[
1.5 1.155 0.45 0.25 0

]
, ϕ =

[
0 30 45 60 90

]
в соответствующие

моменты времени t =
[
0 50 100 150 200

]
Вектор состояния в начальный

момент времени имеет вид: x(0) =
[
2 1.5 0 0 0 0 0 0 0 0

]
T .

3.1. Непрерывное управление

Рисунок 2 – Траектория, сглаженная сплайном 4 порядка.
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Рисунок 3 – Управление по оси X.

Рисунок 4 – Управление по оси Y.

Рисунок 5 – Управление угловым движением макета.
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Рисунок 6 – Зависимость главных колебаний от времени.

3.2. Гладкое управление

Рисунок 7 – Траектория, сглаженная сплайном пятого порядка.
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Рисунок 8 – Управление по оси X.

Рисунок 9 – Управление по оси Y.

Рисунок 10 – Управление угловым движением макета.
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Рисунок 11 – Зависимость главных колебаний от времени.

3.3. Сравнение возникаемых колебаний

Рисунок 12 – Зависимость главных колебаний от времени.

Как видно из 12, использование непрерывного управления порождает

высокочастотные колебания в нежестких элементах. Использование же глад-

кого управления позволяет избежать появления "плохих"высокочастотных

колебаний. Таким образом, задание достаточно гладкой траектории – один

из способов добиться невозбуждения высокочастотных колебаний в нежест-

ких элементах конструкции макета.
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Заключение

В работе представлены алгоритмы построения сглаженных траекто-

рий в виде сплайнов четвертой и пятой степеней. Проведено моделирование

движение макета по данным траекториям. В результате сравнения колеба-

ний в нежестких элементах конструкции сделан вывод о том, что задание

траектории более высокого порядка гладкости позволяет осуществлять

непрерывное управление, что приводит к невозбуждению высокочастотных

колебаний.
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