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Аннотация 

Целью выпускной квалификационной работы является проектирование 

на базе прямого метода Ляпунова миссий космических аппаратов с малой тя-

гой в околоземном пространстве.   

Для выполнения поставленной цели в работе решаются две задачи: раз-

работка методики проектирования траекторий межорбитальных околоземных 

перелётов и применение разработанной методики к реальной задаче перелёта. 

Рассмотрены как случаи непрерывно работающего двигателя, так и слу-

чаи движения с пассивными участками. 

Исследованы две функции Ляпунова: зависящая от всех целевых моди-

фицированных равноденственных элементов и зависящая от трёх целевых ор-

битальных элементов – большой полуоси, эксцентриситета и наклонения ор-

биты.  

Для проектирования траекторий с пассивными участками вводится так 

называемый коэффициент эффективности тяги, основанный на значениях 

функции Ляпунова за виток вдоль орбиты. 

Разработанная методика применяется в задаче перелёта космического 

аппарата с низкой околоземной орбиты на высокоэллиптическую орбиту для 

исследования магнитосферы Земли. 

Результаты расчетов верифицированы путем их сравнения с результа-

тами применения широко известного Q – закона управления малой тягой и 

принципа максимума Понтрягина. 
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Обозначения и сокращения 

КА – космический аппарат; 

КЭТ – коэффициент эффективности тяги; 

ПМП – принцип максимума Понтрягина; 

ФЛ1 – функция Ляпунова в случае, когда целевая орбита задана пятью безраз-

мерными модифицированными равноденственными элементами; 

ФЛ2 – функция Ляпунова в случае, когда целевая орбита задана тремя орби-

тальными элементами; 

𝐟 – вектор силы тяги КА; 

𝐿 – истинная долгота;  

𝑚 – масса КА; 

𝑁 – мощность двигателя КА; 

𝑂 = {𝑎, 𝑒, 𝑖, Ω,ω, θ} – классические орбитальные элементы; 

𝐫 – радиус-вектор КА; 

𝑟 = |𝐫| – модуль радиус-вектора КА; 

𝑆 – радиальная компонента вектора реактивного ускорения КА; 

𝑇 – трансверсальная компонента вектора реактивного ускорения КА; 

𝑡 – время; 

𝐔 – вектор реактивного ускорения КА, 

𝑉 – функция Ляпунова; 

𝑉𝑒𝑥 – скорость истечения газов КА; 

𝑊 – бинормальная компонента вектора реактивного ускорения КА; 

Υ = {ℎ, 𝑒𝑥 , 𝑒𝑦 , 𝑖𝑥 , 𝑖𝑦 , 𝐿} – модифицированные равноденственные элементы; 

η – коэффициент эффективности тяги (КЭТ); 

∇ – оператор градиента (считается строкой); 

(∗,∗) – обозначение скалярного произведения векторов; 

[∗×∗] – обозначение векторного произведения векторов. 
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Введение 

Применение малых космических аппаратов (КА) с электрореактивной 

двигательной установкой (ЭРДУ) для дистанционного зондирования Земли, 

исследований физических процессов в магнитосфере и ионосфере, а также для 

межорбитального движения показывает, что задача проектирования многовит-

ковых траекторий перелёта между околоземными орбитами остаётся актуаль-

ной.  

Межорбитальное околоземное движение КА с малой тягой, как правило, 

длится продолжительное время и является многовитковым, что приводит к 

необходимости решать задачи оптимального управления. Традиционно в ор-

битальной динамике это осуществляется с помощью принципа максимума 

Понтрягина (ПМП). Однако при использовании этого метода возникают труд-

ности, связанные с высокой чувствительностью процедуры оптимизации к 

начальному приближению, многоэкстремальностью задачи и осложнениями, 

вызванными большим временем полёта и числом витков.  

Предлагались различные способы решения этих проблем. Одним из них 

является метод продолжения по параметру, исследованный В.Г. Петуховым 

[1,2]. В работе К.С. Суслова, М.Г. Широбокова и С.П. Трофимова [3] предло-

жено разложение функции управления в ряды Фурье и последующее осредне-

ние уравнений движения. В.В. Ивашкин и И.В. Крылов предложили метод ре-

шения нелинейной двухточечной задачи ПМП с помощью модифицирован-

ного метода Ньютона [4]. Применение модели двигателя идеально регулируе-

мой малой тяги для расчета и анализа траекторий перелета КА исследовано в 

работе Р.З. Ахметшина, Г.Б. Ефимова и Т.М. Энеева [5]. В работе А.С. Само-

хина, М.А. Самохиной, И.С. Григорьева и М.П. Заплетина разработана так 

называемая «лестница задач» для облегчения нахождения оптимальных траек-

торий перелёта с малой тягой [6]. В десятом очерке книги В.В. Белецкого опи-

сан метод транспортирующей траектории КА с малой тягой [7]. 
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В последнее время при проектировании многовитковых траекторий всё 

большую популярность приобретают методы, позволяющие в каждой точке 

траектории находить оптимальный вектор управляющего реактивного ускоре-

ния с использованием функций Ляпунова. Такие исследования проводились А. 

Петропулосом, который ввёл для соответствующей функции Ляпунова термин 

«Q – закон» и применил коэффициент эффективности тяги для проектирова-

ния траекторий с пассивными участками [8, 9]. Р. В. Ельников исследовал ло-

кально–оптимальное управление вектором тяги ЭРДУ для КА, совершающего 

многовитковый межорбитальный переход с эллиптической на геостационар-

ную орбиту [10]. Д. Атмака и М. Понтани исследовали функции Ляпунова с 

весами и разработали для численного моделирования траекторий базу данных, 

содержащую около 10000 весовых коэффициентов [11]. В работе М.Г. Широ-

бокова, К.С. Суслова, М.Ю. Овчинникова и др., посвящённой исследованию 

перспективного проекта легкого лунного буксира с малой тягой, большая 

часть траектории строится на основе метода Ляпунова [12].   

Целью данной работы является проектирование на базе прямого ме-

тода Ляпунова миссий КА с малой тягой в околоземном пространстве.  

Для выполнения поставленной цели в работе решаются две задачи: раз-

работка методики проектирования траекторий межорбитальных около-

земных перелётов, и применение разработанной методики к реальной за-

даче перелёта. 

Первый раздел работы посвящён постановке задачи межорбитального 

перелёта КА с двигателем малой тяги. Второй раздел посвящён разработке ме-

тодики проектирования траекторий перелёта на базе прямого метода Ляпу-

нова. Рассматриваются две функции Ляпунова: зависящая от всех модифици-

рованных равноденственных элементов (ФЛ1) и зависящая от трёх орбиталь-

ных элементов – большой полуоси, эксцентриситета и наклонения орбиты 

(ФЛ2). Рассматриваются как случаи непрерывной тяги, так и случаи движения 
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с пассивными участками. Для проектирования траекторий с пассивными 

участками вводится так называемый коэффициент эффективности тяги (КЭТ), 

основанный на значениях функции Ляпунова за виток вдоль орбиты. Добавле-

ние пассивных участков позволяет экономить топливо. Для предотвращения 

проблем, вызванных разрывами функции тяги, используется сглаживание с 

помощью сигмоиды. Третий раздел посвящён результатам численного моде-

лирования и исследованию траекторий межорбитального перелёта. Прово-

дится сравнительный анализ свойств траекторий, спроектированных с помо-

щью ФЛ1 и ФЛ2, а также с помощью Q-закона А. Петропулоса [13]. Траекто-

рии сравниваются по затратам топлива на перелёт, времени перелёта и по точ-

ности достижения целевой орбиты. Также проводится сравнительный анализ 

траекторий с пассивными участками, спроектированными на основе изложен-

ного метода Ляпунова, с траекториями, полученными с помощью ПМП.  

Получены следующие результаты: 

• доказано, что при проектировании траекторий на основе ФЛ1 целевая ор-

бита асимптотически устойчива; 

• доказано, что при проектировании траекторий на основе ФЛ2 целевая ор-

бита не является асимптотически устойчивой; 

• установлено, что КА, движущиеся по траекториям межорбитальных пере-

лётов, спроектированным с помощью ФЛ2, расходуют меньше топлива, дви-

жутся до целевой орбиты меньшее количество времени и достигают целевой 

орбиты точнее по величине большой полуоси, наклонению и эксцентриситету, 

чем КА, движущиеся по траекториям, спроектированным на основе ФЛ1 и 

Q – закона; 

• разработана методика проектирования траекторий с пассивными участ-

ками на основе прямого метода Ляпунова; 
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• выведена новая аналитическая оценка КЭТ снизу и на ее основе разрабо-

тана формула управляющего ускорения для проектирования траекторий с пас-

сивными участками; 

• установлено, что траектории, оптимизированные с помощью ПМП, обла-

дают ощутимым преимуществом по расходу топлива по сравнению с траекто-

риями, спроектированными на основе расчета КЭТ на сетке и аналитической 

оценки КЭТ; 

• установлено, что при оптимизации в рамках ПМП спроектированных тра-

екторий, КА на траекториях на основе аналитической оценки КЭТ тратят 

меньше топлива, чем на траекториях на основе оценки КЭТ на сетке.   

Выпускная квалификационная работа включает 6 таблиц и 7 рисунков, 

список литературы содержит 18 наименований.  

Результаты работы докладывались на 67–й Всероссийской научной кон-

ференции МФТИ (31 марта 2025, ИПМ им. М.В. Келдыша РАН), на 51–й Меж-

дународной молодежной научной конференции «Гагаринские чтения» (16 ап-

реля 2025, МАИ), на научном семинаре отдела №7 ИПМ им. М.В. Келдыша 

РАН (29 апреля 2025, ИПМ им. М.В. Келдыша РАН). 
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1. Постановка задачи  

В работе рассматривается КА с ЭРДУ, движущийся в поле тяготения 

Земли, и две произвольные околоземные орбиты – исходная и целевая. Требу-

ется найти управление, переводящее КА с исходной орбиты на целевую.  

Для решения поставленной задачи введём инерциальную систему коор-

динат 𝑂𝑥1𝑥2𝑥3 с началом в центре Земли, ось 𝑂𝑥1 которой направлена в точку 

весеннего равноденствия, а ось 𝑂𝑥3  перпендикулярна плоскости экватора. 

Введём также классическую орбитальную систему координат с началом в цен-

тре масс КА и базисными векторами:  

𝐫

𝑟
,

[[𝐫 × �̇�] × 𝐫]

|[[𝐫 × �̇�] × 𝐫]|
,

[𝐫 × �̇�]

|[𝐫 × �̇�]|
, (1) 

где 𝐫 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)
𝑇 и �̇� = (�̇�1, �̇�2, �̇�3)

𝑇 – радиус–вектор и вектор скорости КА. 

В формулах (1) первый вектор отвечает за направление вдоль радиус–вектора 

КА, второй – за направление движения КА, а третий – за направление вдоль 

орбитального момента КА.  

Для описания движения КА используем классические орбитальные эле-

менты  

𝑂 = {𝑎, 𝑒, 𝑖, Ω,ω, θ},  (2) 

где 𝑎 – большая полуось, 𝑒 – эксцентриситет, 𝑖 – наклонение, Ω – долгота вос-

ходящего узла, ω – аргумент перицентра, θ – истинная аномалия.  

Все аналитические и численные расчёты в работе проводятся в системе 

безразмерных модифицированных равноденственных элементов  

Υ = {ℎ, 𝑒𝑥 , 𝑒𝑦 , 𝑖𝑥 , 𝑖𝑦 , 𝐿}, (3) 

где буквой 𝐿  обозначена истинная долгота. Модифицированные равноден-

ственные элементы (3) выражаются через классические орбитальные эле-

менты (2) по формулам [14]:   
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𝑎 =
ℎ2

1 − 𝑒𝑥2 − 𝑒𝑦2
,

𝑒 = √𝑒𝑥2 + 𝑒𝑦2,

𝑖 = 2arctg√𝑖𝑥
2 + 𝑖𝑦

2,

Ω = atan2(𝑖𝑦 , 𝑖𝑥),

ω = atan2(𝑒𝑦 , 𝑒𝑥) − Ω,

θ = 𝐿 −ω −Ω.

(4) 

В формулы (4) входит функция atan2(𝑦, 𝑥), представляющая собой аргумент 

комплексного числа 𝑥 + 𝑖𝑦  и носящая название «двуаргументный арктан-

генс».  

Орбитальное движение КА описывается в элементах (3) системой диффе-

ренциальных уравнений [14]: 

𝑑ℎ

𝑑𝑡
=
ℎ2

σ
∙ 𝑇,

𝑑𝑒𝑥
𝑑𝑡

= ℎ {sin 𝐿 ∙ 𝑆 + [(1 + 
1

σ
) cos 𝐿 + 

𝑒𝑥
σ
] ∙ 𝑇 − 

𝑒𝑦ζ

σ
∙ 𝑊} ,

𝑑𝑒𝑦

𝑑𝑡
= ℎ { −cos 𝐿 ∙ 𝑆 + [(1 + 

1

σ
) sin 𝐿 + 

𝑒𝑦

σ
] ∙ 𝑇 + 

𝑒𝑥ζ

σ
∙ 𝑊} ,

𝑑𝑖𝑥
𝑑𝑡
= ℎ

𝜑 cos 𝐿

2σ
∙ 𝑊,

𝑑𝑖𝑦

𝑑𝑡
= ℎ

𝜑 sin 𝐿

2σ
∙ 𝑊,

𝑑𝐿

𝑑𝑡
=
σ2

ℎ3
 + ℎ

ζ

σ
∙ 𝑊,

(5) 

где  

σ = 1 + 𝑒𝑥 cos 𝐿 + 𝑒𝑦 sin 𝐿,

ζ =  𝑖𝑥 sin 𝐿 − 𝑖𝑦 cos 𝐿,

φ = 1 + 𝑖𝑥
2 +  𝑖𝑦

2 .

 

В правую часть системы (5) входят 3 числовых параметра – координаты 

вектора реактивного ускорения 𝐔 в орбитальной системе координат (1):  

𝐔 = (𝑆, 𝑇, 𝑊)T.  
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Другими словами, 

𝐔 = 𝑆
𝐫

𝑟
+ 𝑇

[[𝐫 × �̇�] × 𝐫]

|[[𝐫 × �̇�] × 𝐫]|
+𝑊

[𝐫 × �̇�]

|[𝐫 × �̇�]|
,  

где 𝑆 – радиальная, 𝑇 – трансверсальная, а 𝑊 – бинормальная координаты век-

тора 𝐔.  

Вектор 𝐔 связан с вектором реактивной тяги 𝐟 и массой 𝑚  КА по фор-

муле  

𝐔 =
𝐟

𝑚
, (6) 

причём |𝐟| ≤ 𝑓𝑚𝑎𝑥, где 𝑓𝑚𝑎𝑥  – максимальное значение силы тяги двигателя КА. 

Дополнив систему (5) уравнением  

�̇� = −
|𝐔|

𝑉𝑒𝑥
∙ 𝑚, (7) 

описывающим динамику массы КА, получаем замкнутую систему уравнений 

(5), (7), где 𝑉𝑒𝑥 – эффективная скорость истечения газов КА [15].  

 Таким образом, в каждой точке траектории требуется найти вектор тяги 

𝐟, позволяющий переместить КА с ЭРДУ, движение которого задаётся систе-

мой уравнений (5), с заданной исходной орбиты на заданную целевую орбиту.  

 Перейдём к описанию методики проектирования управления для реше-

ния поставленной задачи. 
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2. Методика проектирования траекторий перелёта на 

базе прямого метода Ляпунова 

2.1. Построение управления на основе прямого метода Ляпу-

нова 

В данном подразделе описывается общая методика проектирования 

управления орбитальным движением КА на основе прямого метода Ляпунова.  

Перепишем правую часть системы из первых пяти уравнений (5) в мат-

ричном виде: 

(

 
 
 
 
 
 
 
 

𝑑ℎ

𝑑𝑡
𝑑𝑒𝑥
𝑑𝑡
𝑑𝑒𝑦

𝑑𝑡
𝑑𝑖𝑥
𝑑𝑡
𝑑𝑖𝑦

𝑑𝑡 )

 
 
 
 
 
 
 
 

=

(

 
 
 
 
 
 
 

0
ℎsin 𝐿

ℎ2σ−1

ℎ [(1 + 
1

σ
) cos 𝐿 + 

𝑒𝑥
σ
]

0

−ℎ
𝑒𝑦ζ

σ

−ℎcos 𝐿 ℎ [(1 + 
1

σ
) sin 𝐿 + 

𝑒𝑦

σ
] ℎ

𝑒𝑥ζ

𝜎

0
0

0
0

ℎ
φ cos 𝐿

2σ

ℎ
φsin 𝐿

2σ )

 
 
 
 
 
 
 

(
𝑆
𝑇
𝑊
) (8) 

В системе уравнений (8) участвует истинная долгота 𝐿, удовлетворяющая 

шестому уравнению системы (5). 

Введем для вектора-столбца из первых пяти равноденственных элементов 

(3) обозначение  

𝐏 = (ℎ, 𝑒𝑥 , 𝑒𝑦 , 𝑖𝑥 , 𝑖𝑦)
𝑇

(9) 

Если обозначить буквой 𝐀 матрицу, входящую в правую часть системы урав-

нений (8), то систему (8) с помощью (9) и (5) можно записать в виде 

�̇� = 𝐀(𝐏, 𝐿) ∙ 𝐔  (10) 

Рассмотрим вектор-функцию    

𝐐(𝐏) = (𝑞1(𝐏), … , 𝑞𝑛(𝐏))
𝑇
,  
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имеющую 𝑛  координат, где 𝑛 ≤ 5 . Будем считать, что 𝐐(𝐏)  удовлетворяет 

следующим трём условиям:  

1. Функция 𝐐(𝐏) обращается в нуль только в точках целевой орбиты: 

     𝐐(𝐏(𝑡)) = 𝟎 ⟺ 𝑡 = 𝑡кон. 

2. Функции 𝑞𝑗(𝐏) дифференцируемы при всех значениях 𝑗, т. ч. 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛. 

3. Ранг матрицы Якоби 

𝐉 =

(

  
 

𝜕𝑞1
𝜕ℎ

𝜕𝑞1
𝜕𝑒𝑥

𝜕𝑞1
𝜕𝑒𝑦

𝜕𝑞1
𝜕𝑖𝑥

𝜕𝑞1
𝜕𝑖𝑦

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯
𝜕𝑞𝑛
𝜕ℎ

𝜕𝑞𝑛
𝜕𝑒𝑥

𝜕𝑞𝑛
𝜕𝑒𝑦

𝜕𝑞𝑛
𝜕𝑖𝑥

𝜕𝑞𝑛
𝜕𝑖𝑦)

  
 
, 

равен 𝑛. 

Введем функцию (кандидат на роль функции Ляпунова) по формуле  

𝑉 = 𝑉(𝐐(𝐏)) =
1

2
∑𝑞𝑗

2(𝐏)

𝑛

𝑗=1

. (11) 

Заметим, что функция (11) обращается в нуль только в точках целевой 

орбиты, а во всех остальных точках положительна.  

Покажем, что в каждый момент времени можно так выбрать тягу 𝐟, что 

производная функции 𝑉 по времени в силу системы уравнений (8) будет отри-

цательной или равной нулю. Действительно, для производной функции 𝑉 по 

времени в силу системы (8) справедливо равенство 

�̇� = ∑𝑞𝑗(𝐏)
𝑑

𝑑𝑡
𝑞𝑗(𝐏) = ∇𝐐𝑉 ∙

𝑑

𝑑𝑡
𝐐(𝐏) = 𝐐𝑇(𝐏) ∙

𝑑

𝑑𝑡
𝐐(𝐏).

𝑛

𝑗=1

(12) 

Воспользовавшись равенством  

𝑑

𝑑𝑡
𝐐(𝐏) = 𝐉 ∙ �̇�, 

преобразуем формулу (12) к виду 

�̇� = 𝐐𝑇(𝐏) ∙
𝑑

𝑑𝑡
𝐐(𝐏) = 𝐐𝑇(𝐏) ∙ 𝐉 ∙ 𝐏,̇   
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откуда с помощью равенства (11) получаем 

�̇� = 𝐐𝑇(𝐏) ∙ 𝐉 ∙ 𝐀 ∙ 𝐔. (13) 

Формулу (13) можно переписать с помощью скалярного произведения векто-

ров в виде   

�̇� = (𝐀𝑇 ∙ 𝐉𝑇 ∙ 𝐐(𝐏), 𝐔). (14) 

Минимизируем полученное выражение относительно вектора 𝐔, при 

𝐀𝑇 ∙ 𝐉𝑇 ∙ 𝐐(𝐏) ≠ 0 

получим соответствующий вектор реактивного ускорения  

𝐔 = −
𝑓𝑚𝑎𝑥
𝑚

∙
𝐀𝑇 ∙ 𝐉𝑇 ∙ 𝐐(𝐏)

|𝐀𝑇 ∙ 𝐉𝑇 ∙ 𝐐(𝐏)|
 . (15) 

В этом случае вектор 𝐔 противоположно направлен вектору  𝐀𝑇 ∙ 𝐉𝑇 ∙ 𝐐(𝐏), а 

его длина  

|𝐔| =
𝑓𝑚𝑎𝑥
𝑚
 . 

При 

𝐀𝑇 ∙ 𝐉𝑇 ∙ 𝐐(𝐏) = 0 

производная функции 𝑉 в силу системы (8) равна нулю и не зависит от 𝐔. В 

этом случае полагаем управление 𝐔 = 0. 

Таким образом, в случае, когда реактивное ускорение удовлетворяет ра-

венству (15), формула (14) принимает вид 

�̇� = −
𝑓𝑚𝑎𝑥
𝑚

∙ |𝐀𝑇 ∙ 𝐉𝑇 ∙ 𝐐(𝐏)|, (16) 

причем функция �̇� не положительна.  

Отсюда следует, что функция (11) является функцией Ляпунова системы 

уравнений (8), и по теореме Ляпунова об устойчивости целевая орбита устой-

чива по Ляпунову. При этом в случае, когда реактивное ускорение определя-

ется формулой (15) и отлично от нуля, функция Ляпунова 𝑉  убывает с 

наибольшей скоростью.   
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2.2. Функция Ляпунова в случае, когда целевая орбита задана 

пятью первыми орбитальными элементами 

Рассмотрим частный случай, когда целевая орбита задана с помощью 

первых пяти равноденственных элементов: ℎц,  𝑒𝑥
ц,  𝑒𝑦

ц,  𝑖𝑥
ц,  𝑖𝑦

ц
. Тогда, если по-

ложить 

𝐐(𝐏) = (𝑞1(𝐏), 𝑞2(𝐏), 𝑞3(𝐏), 𝑞4(𝐏), 𝑞5(𝐏))
𝑇
= 

= (ℎ − ℎц, 𝑒𝑥 − 𝑒𝑥
ц, 𝑒𝑦 − 𝑒𝑦

ц, 𝑖𝑥 − 𝑖𝑥
ц , 𝑖𝑦 − 𝑖𝑦

ц
)
𝑇
, 

то функция Ляпунова (11) примет вид  

𝑉 =
1

2
{(ℎ − ℎц)2 + (𝑒𝑥 − 𝑒𝑥

ц)2 + (𝑒𝑦 − 𝑒𝑦
ц)
2
+ (𝑖𝑥 − 𝑖𝑥

ц)2 + (𝑖𝑦 − 𝑖𝑦
ц)
2
} . (17) 

В соответствии с (17) функция 𝑉 представляет собой половину квадрата не-

вязки между мгновенными и целевыми орбитальными элементами КА.  

 В дальнейшем для функции Ляпунова (17) будем использовать сокра-

щение ФЛ1. Для ФЛ1 матрица Якоби 𝐉 является единичной, и формула для ре-

активного ускорения (15) принимает при условии  

𝐀𝑇 ∙ 𝐐(𝐏) ≠ 0 

вид 

𝐔 = −
𝑓𝑚𝑎𝑥
𝑚

∙
𝐀𝑇 ∙ 𝐐(𝐏)

|𝐀𝑇 ∙ 𝐐(𝐏)|
 , (18) 

а формула (16) принимает вид 

�̇� = −
𝑓𝑚𝑎𝑥
𝑚

∙ |𝐀𝑇 ∙ 𝐐(𝐏)|. (19) 

Докажем теперь, что при проектировании траекторий на основе ФЛ1 це-

левая орбита является асимптотически устойчивой. Для этого докажем, что �̇� 

обращается в нуль только на целевой орбите. Рассмотрим множество фазовых 

точек, на которых �̇� = 0:  

 �̇� = 0 ⇔ |𝐀𝑇 ∙ 𝐐(𝐏)| = 0. 

Равенство 
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𝐀𝑇 ∙ 𝐐(𝐏) = (0 0 0)𝑻, 

записанное покомпонентно, имеет вид 

ℎ

(

  
 

(𝑒𝑥 − 𝑒𝑥
ц) sin 𝐿 − (𝑒𝑦 − 𝑒𝑦

ц) cos 𝐿

(ℎ − ℎц)ℎ

σ
+ (𝑒𝑥 − 𝑒𝑥

ц) [(1 + 
1

σ
) cos 𝐿 + 

𝑒𝑥
σ
] + (𝑒𝑦 − 𝑒𝑦

ц) [(1 + 
1

σ
) sin 𝐿 + 

𝑒𝑦

σ
]

−(𝑒𝑥 − 𝑒𝑥
ц)
𝑒𝑦ζ

σ
+ (𝑒𝑦 − 𝑒𝑦

ц)
𝑒𝑥ζ

σ
+ (𝑖𝑥 − 𝑖𝑥

ц)
φ cos 𝐿

2σ
+ (𝑖𝑦 − 𝑖𝑦

ц)
φ sin𝐿

2σ )

  
 
= (

0
0
0
) 

Равенство нулю первой компоненты матрицы 

(𝑒𝑥 − 𝑒𝑥
ц) ℎsin 𝐿 − (𝑒𝑦 − 𝑒𝑦

ц) ℎcos 𝐿 = 0 

должно быть выполнено для любых 𝐿 . Поскольку мы не рассматриваем пря-

молинейное движение (h = 0), то отсюда следуют равенства  

𝑒𝑥 = 𝑒𝑥
ц ;     𝑒𝑦 = 𝑒𝑦

ц
. 

Подставляя эти выражения во второе уравнение, получаем  

(ℎ − ℎц)ℎ2σ−1 = 0, 

откуда 

ℎ = ℎц . 

В результате третье уравнение принимает вид  

(𝑖𝑥 − 𝑖𝑥
ц)ℎ

φ cos 𝐿

2σ
+ (𝑖𝑦 − 𝑖𝑦

ц)ℎ
φ sin 𝐿

2σ
= 0. 

Поскольку это равенство должно выполняться для любых 𝐿, то  

𝑖𝑥 = 𝑖𝑥
ц ;     𝑖𝑦 = 𝑖𝑦

ц . 

Таким образом, �̇� обращается в нуль только на целевой орбите, откуда по тео-

реме Барбашина – Красовского следует асимптотическая устойчивость целе-

вой орбиты. Это означает, что под действием управления текущие элементы 

орбиты КА с увеличением времени движения гарантировано сходятся к целе-

вым элементам, какими бы ни были исходная и целевая орбиты. 



17 

 

 

2.3. Функция Ляпунова в случае, когда целевая орбита задана 

тремя орбитальными элементами  

В данном подразделе решается задача проектирования управления 

межорбитального перелёта в случае, когда целевая орбита задаётся тремя ор-

битальными элементами 𝑎ц, 𝑖ц, 𝑒ц, причем не является круговой или экватори-

альной. Для решения этой задачи в качестве функции 𝐐(𝐏), описанной в под-

разделе 2.1, используем функцию 

𝐐(𝐏) = (

𝑞1(𝐏)

𝑞2(𝐏)

𝑞3(𝐏)
) =

(

 
 
 
 

𝑎 − 𝑎ц

𝑎ц

𝑖 − 𝑖ц

𝑖ц

𝑒2 − (𝑒ц)2

(𝑒ц)2 )

 
 
 
 

=

(

 
 
 
 
(

ℎ2

1 − 𝑒𝑥2 − 𝑒𝑦2
− 𝑎ц)

1

𝑎ц

(2 arctg√𝑖𝑥2 + 𝑖𝑦2 − 𝑖
ц)
1

𝑖ц

(𝑒𝑥
2 + 𝑒𝑦

2 − (𝑒ц)2)
1

(𝑒ц)2 )

 
 
 
 

. 

В компоненте  𝑞3(𝐏) в отличие от компонент 𝑞1(𝐏) и  𝑞2(𝐏) вместо соответ-

ствующей формулы системы (7) применяется формула для квадрата эксцен-

триситета целевой орбиты, что позволяет избежать проблем с дифференциру-

емостью при 𝑒𝑥 = 𝑒𝑦 = 0. Это важно, поскольку исходные орбиты перелёта 

могут быть круговыми. Кроме того, выбор введённых в координаты вектора 

𝐐(𝐏) весовых коэффициентов, как показали численные эксперименты, суще-

ственен для эффективности решения задачи. 

В качестве кандидата на роль функции Ляпунова выбираем функцию 

𝑉 =
1

2
(𝑞1
2(𝐏) + 𝑞2

2(𝐏) + 𝑞3
2(𝐏)) =

1

2
(
(𝑎 − 𝑎ц)2

(𝑎ц)2
+
(𝑖 − 𝑖ц)2

(𝑖ц)2
+
(𝑒2 − (𝑒ц)2)2

(𝑒ц)4
) = 

=
1

2

(

 
 
(

ℎ2

1 − 𝑒𝑥2 − 𝑒𝑦2
− 𝑎ц)

2

(𝑎ц)2
+
(2 arctg√𝑖𝑥2 + 𝑖𝑦2 − 𝑖

ц)
2

(𝑖ц)2
+
(𝑒𝑥
2 + 𝑒𝑦

2 − (𝑒ц)2)
2

(𝑒ц)4

)

 
 
(20) 

В дальнейшем для функции Ляпунова (20) будем использовать обозна-

чение ФЛ2. 
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Градиент функции (20) имеет вид 

𝐐𝑇(𝐏) =

(

 

ℎ2

1 − 𝑒𝑥2 − 𝑒𝑦2
− 𝑎ц

𝑎ц
 ,
2 arctg√𝑖𝑥2 + 𝑖𝑦2 − 𝑖

ц

𝑖ц
 ,
𝑒𝑥
2 + 𝑒𝑦

2 − (𝑒ц)2

(𝑒ц)2

)

 , (21) 

а матрица Якоби  

𝑱 = (
𝐽11 𝐽12 𝐽13
0 0 0
0 𝐽32 𝐽33

    
0 0
𝐽24 𝐽25
0 0

) , (22) 

где 

𝐽11=
2ℎ

𝑎ц(1−𝑒𝑥2−𝑒𝑦2)
,     𝐽12=

2ℎ
2
𝑒𝑥

𝑎ц(1−𝑒𝑥2−𝑒𝑦2)
,    𝐽13=

2ℎ
2
𝑒𝑦

𝑎ц(1−𝑒𝑥2−𝑒𝑦2)
,  

𝐽24=
2𝑖𝑥

𝑖
ц
(1+𝑖𝑥

2
+𝑖𝑦
2
)√𝑖𝑥
2
+𝑖𝑦
2
,    𝐽25=

2𝑖𝑦

𝑖
ц
(1+𝑖𝑥

2
+𝑖𝑦
2
)√𝑖𝑥
2
+𝑖𝑦
2
,  

𝐽32=
2𝑒𝑥

(𝑒ц)
2 ,    𝐽33=

2𝑒𝑦

(𝑒ц)
2. 

Расчет реактивного ускорения осуществляется по общей формуле (15): 

𝐔 = −
𝑓𝑚𝑎𝑥
𝑚

∙
𝐀𝑇 ∙ 𝐉𝑇 ∙ 𝐐(𝐏)

|𝐀𝑇 ∙ 𝐉𝑇 ∙ 𝐐(𝐏)|
 . 

Докажем теперь, что при проектировании траекторий на основе ФЛ2 це-

левая орбита не является асимптотически устойчивой. С этой целью заметим, 

что производная по времени функции ФЛ2 обращается в нуль не только на 

целевой орбите, но и на других орбитах, в частности, на экваториальной кру-

говой орбите радиуса 𝑎ц. Действительно, на этой орбите по формуле (21)  

𝐐𝑇(𝐏) = (0,−1,−1), 

и σ = 1, 𝜁 = 0, φ = 1.  

По формуле (22) 
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𝑱 = (

2ℎ

𝑎ц
0 0 0 0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

), 

а по формуле (8)  

𝐀 =

(

 
 
 
 

0
ℎsin 𝐿

ℎ2

2ℎ cos 𝐿
0
0

−ℎcos 𝐿 2ℎ sin 𝐿 0

0
0

0
0

ℎ
cos 𝐿

2

ℎ
sin 𝐿

2 )

 
 
 
 

. 

Следовательно, 

𝐀𝑇 ∙ 𝐉𝑇 ∙ 𝐐(𝐏) = (

0 0 0
2ℎ3

𝑎ц
0 0

0 0 0

) ∙ (
0
−1
−1
) = (

0
0
0
). 

В соответствии с теоремой Барбашина – Красовского отсюда получаем, 

что целевая орбита не является асимптотически устойчивой. Аналогично 

можно проверить, что производная по времени функции Ляпунова обращается 

в нуль также и на круговой орбите радиуса 𝑎ц и наклонения 𝑖ц. 

2.4. Проектирование траекторий с пассивными участками на 

основе коэффициента эффективности тяги  

До сих пор в работе проектировалось управление движением КА, когда 

двигатель КА работал постоянно. Однако в реальной ситуации движение КА 

без отключения тяги является неэкономичным с точки зрения расхода топлива 

и невозможно по техническим причинам. В данном подразделе описывается 

способ экономии топлива путём введения пассивных участков, чтобы не тра-

тить топливо там, где это неэффективно. Введение пассивных участков осу-

ществляется в работе с помощью критерия, основанного на функции Ляпу-

нова, суть которого заключается в том, чтобы отключать управление в слу-

чаях, когда производная функции Ляпунова мала по абсолютной величине по 
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сравнению с её значениями на витке. Для формализации критерия отключения 

тяги в работе вводится коэффициент эффективности тяги (КЭТ):  

η =
�̇�

min
𝐿𝜖[0,2𝜋]

�̇�
=

(𝐀𝑇 ∙ 𝐉𝑇 ∙ 𝐐(𝐏), 𝑼)

min
𝐿𝜖[0,2𝜋]

(𝐀𝑇 ∙ 𝐉𝑇 ∙ 𝐐(𝐏), 𝑼)
=  

|𝐀𝑇 ∙ 𝐉𝑇 ∙ 𝐐(𝐏)|

max 
𝐿𝜖[0,2𝜋]

|𝐀𝑇 ∙ 𝐉𝑇 ∙ 𝐐(𝐏)|
 . (23) 

Из (23) следует, что КЭТ определён в случае, когда величина |𝐀𝑇 ∙ 𝐉𝑇 ∙ 𝐐(𝐏)| 

не равна 0 на целом витке, и удовлетворяет неравенству  

0 ≤ η ≤ 1 . 

Если же max 
𝐿𝜖[0,2𝜋]

|𝐀𝑇 ∙ 𝐉𝑇 ∙ 𝐐(𝐏)| = 0 , то будем считать η = 0 . 

Для проектирования траекторий в работе вводится параметр переклю-

чения тяги ηкр и используется следующая модель управления: 

• если η > ηкр, то  

𝐔 = −
𝑓𝑚𝑎𝑥
𝑚

∙
𝐀𝑇 ∙ 𝐉𝑇 ∙ 𝐐(𝐏)

|𝐀𝑇 ∙ 𝐉𝑇 ∙ 𝐐(𝐏)|
; 

• если η ≤ ηкр или если |𝐀𝑇 ∙ 𝐉𝑇 ∙ 𝐐(𝐏)| = 0, то 𝐔 = 0. 

Введённая таким образом функция управления является разрывной, что 

негативно сказывается на точности интегрирования уравнения движения. Для 

решения этой проблемы функция индикатора события η > ηкр сглаживается с 

помощью функции   

Σ(𝑥, 𝑐, 𝑑) =  
1

1 + 𝑒−(𝑥−𝑐)∙𝑑
 

с аргументом x, зависящей от двух числовых параметров 𝑐 и 𝑑, причём пара-

метр 𝑑 ≫ 1. Эту функцию называют сигмоидой. Сигмоида монотонно возрас-

тает на всей числовой прямой, стремится к 0 при 𝑥 → −∞ , стремится к 1 при 

𝑥 → +∞ , и в точке 𝑥 = 𝑐 принимает значение 0,5.  

Сглаженное управляющее ускорение имеет вид: 

𝐔 = −Σ(η, 𝑐, 𝑑) ∙
𝑓𝑚𝑎𝑥
𝑚

∙
𝐀𝑇 ∙ 𝐉𝑇 ∙ 𝐐(𝐏)

|𝐀𝑇 ∙ 𝐉𝑇 ∙ 𝐐(𝐏)|
 . (24) 
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Для вычисления величины max 
𝐿𝜖[0,2𝜋]

|𝐀𝑇 ∙ 𝐉𝑇 ∙ 𝐐(𝐏)| в работе используются 

два метода. Первый метод заключается в расчёте этой величины на сетке зна-

чений 𝐿. Второй метод аналитически оценивает сверху на множестве 𝐿ϵ[0,2𝜋]  

величину |𝐀𝑇 ∙ 𝐉𝑇 ∙ 𝐐(𝐏)| и вместо максимума этой величины используется по-

лученная оценка сверху. Отметим, что, как и ожидается, первый метод при до-

статочно мелком разбиении позволяет достаточно точно оценить максимум, 

но требует большого объёма вычислений. Второй метод оценивается макси-

мум быстрее, но менее точно. 

Опишем метод оценки сверху величины  

|𝐀𝑇 ∙ 𝐉𝑇 ∙ 𝐐(𝐏)|2. 

Для простоты рассмотрим только случай ФЛ1. Введём для координат вектора  

𝐐𝑇(𝐏) в системе модифицированных равноденственных элементов обозначе-

ние 

𝐐𝑇(𝐏) =  (𝑞1, 𝑞2, 𝑞3, 𝑞4, 𝑞5). 

Тогда  

𝐐𝑇(𝐏) ∙А = (𝑞1, 𝑞2, 𝑞3, 𝑞4, 𝑞5)

(

 
 
 
 
 
 
 

0
ℎsin 𝐿

ℎ2σ−1

ℎ [(1 + 
1

σ
) cos 𝐿 + 

𝑒𝑥
σ
]

0

−ℎ
𝑒𝑦ζ

σ

−ℎcos 𝐿 ℎ [(1 + 
1

σ
) sin 𝐿 + 

𝑒𝑦

σ
] ℎ

𝑒𝑥ζ

σ

0
0

0
0

ℎ
φ cos 𝐿

2σ

ℎ
φ sin 𝐿

2σ )

 
 
 
 
 
 
 

 

 

= 

(

 
 

𝑞2 ℎsin 𝐿 − 𝑞3 ℎcos 𝐿

𝑞1ℎ
2σ−1 + 𝑞2ℎ [(1 + 

1

σ
) cos 𝐿 + 

𝑒𝑥
σ
] + 𝑞3ℎ [(1 + 

1

σ
) sin 𝐿+ 

𝑒𝑦

σ
]

−𝑞2ℎ
𝑒𝑦ζ

σ
+ 𝑞3ℎ

𝑒𝑥ζ

σ
+ 𝑞4ℎ

φcos 𝐿

2σ
+ 𝑞5ℎ

φ sin 𝐿

2σ )

 
 

𝑇

  

Следовательно,  
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|𝐐𝑇(𝐏) ∙ А|2 = 𝐴2 + 𝐵2 + 𝐶2, 

где   

𝐴 = 𝑞2 ℎsin 𝐿 − 𝑞3 ℎcos 𝐿, 

𝐵 = 𝑞1ℎ
2σ−1 + 𝑞2ℎ [(1 + 

1

σ
) cos 𝐿 + 

𝑒𝑥
σ
] + 𝑞3ℎ [(1 + 

1

σ
) sin 𝐿+ 

𝑒𝑦

σ
], 

𝐶 = −𝑞2ℎ
𝑒𝑦ζ

σ
+ 𝑞3ℎ

𝑒𝑥ζ

σ
+ 𝑞4ℎ

φ cos 𝐿

2σ
+ 𝑞5ℎ

φ sin 𝐿

2σ
 . 

Далее получаем 

𝐴2 = (𝑞2 ℎsin 𝐿 − 𝑞3 ℎcos 𝐿)
2 = ℎ2(𝑞2

2 + 𝑞3
2) sin2(𝐿 + α) ≤ ℎ

2 (𝑞2
2 + 𝑞3

2),  

где α – вспомогательный угол, 

𝐵2 = (𝑞1ℎ
2σ−1 + 𝑞2ℎ [(1 + 

1

σ
) cos 𝐿 + 

𝑒𝑥
σ
] + 𝑞3ℎ [(1 + 

1

σ
) sin 𝐿+ 

𝑒𝑦

σ
])
2

=  

= ℎ2 (
1

σ
(𝑞1ℎ + 𝑞2𝑒𝑥 + 𝑞3𝑒𝑦) + (1 +

1

σ
) (𝑞2

2 + 𝑞3
2)
1
2 sin(𝐿 + α))

2

≤
2ℎ2

σ2
(𝑞1ℎ + 𝑞2𝑒𝑥 + 𝑞3𝑒𝑦)

2
+ 2ℎ2 (1 +

1

σ
)
2

(𝑞2
2 + 𝑞3

2). 

При выводе оценки для 𝐵2 использовалось неравенство 

(𝑎 + 𝑏)2 ≤ 2𝑎2 + 2𝑏2. 

Кроме того,  

𝐶2 = (−𝑞2ℎ
𝑒𝑦ζ

σ
+ 𝑞3ℎ

𝑒𝑥ζ

σ
+ 𝑞4ℎ

φ cos 𝐿

2σ
+ 𝑞5ℎ

φ sin 𝐿

2σ
)
2

=  

=
ℎ2

σ2
(−𝑞2𝑒𝑦ζ + 𝑞3𝑒𝑥ζ + 𝑞4

φ cos 𝐿

2
+ 𝑞5

φ sin 𝐿

2
)
2

≤ 

≤
2ℎ2ζ2

σ2
(−𝑞2𝑒𝑦 + 𝑞3𝑒𝑥)

2
+
ℎ2φ2

2σ2
(𝑞4
2 + 𝑞5

2). 
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Поскольку справедливы соотношения 

ζ2 ≤ (𝑖𝑥
2 + 𝑖𝑦

2) = tg2
𝑖

2
, 

𝜎2 = (1 + (𝑒𝑥
2 + 𝑒𝑦

2)
1
2 sin(𝐿 + α))

2

= (1 +  𝑒 sin(𝐿 + α))2 ≥  (1 − 𝑒)2, 

𝜑 = 1 + tg2
𝑖

2
 , 

то верна оценка 

|𝐐𝑇(𝐏) ∙ А|2 ≤ ℎ2(𝑞2
2 + 𝑞3

2) +
2ℎ2

(1 − 𝑒)2
(𝑞1ℎ + 𝑞2𝑒𝑥 + 𝑞3𝑒𝑦)

2
+ 

+
2ℎ2(2 − 𝑒)2

(1 − 𝑒)2
(𝑞2
2 + 𝑞3

2) +
2ℎ2 tg2

𝑖
2

(1 − 𝑒)2
(−𝑞2𝑒𝑦 + 𝑞3𝑒𝑥)

2
+ 

+
ℎ2 (1 + tg2

𝑖
2)

2(1 − 𝑒)2
(𝑞4
2 + 𝑞5

2) . 

Если ввести обозначение   

𝐾 = (ℎ
2(𝑞2

2 + 𝑞3
2) +

2ℎ2

(1 − 𝑒)2
(𝑞1ℎ + 𝑞2𝑒𝑥 + 𝑞3𝑒𝑦)

2
+
2ℎ2(2 − 𝑒)2

(1 − 𝑒)2
(𝑞2
2 + 𝑞3

2)

+
2ℎ2 tg2

𝑖
2

(1 − 𝑒)2
(−𝑞2𝑒𝑦 + 𝑞3𝑒𝑥)

2
+
ℎ2 (1 + tg2

𝑖
2)

2(1 − 𝑒)2
(𝑞4
2 + 𝑞5

2))

1
2

, 

то получаем неравенство 

|𝐐𝑇(𝐏) ∙А| ≤ 𝐾, 

причем K не зависит от истинной долготы L.  

Следовательно, справедливы неравенства 
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min
𝐿
(−
𝑓𝑚𝑎𝑥
𝑚

|𝐐𝑇(𝐏) ∙ А|) = −
𝑓𝑚𝑎𝑥
𝑚

max
𝐿
(|𝐐𝑇(𝐏) ∙ А|) ≥ −

𝑓𝑚𝑎𝑥
𝑚

∙ 𝐾, 

max
𝐿
(|𝐐𝑇(𝐏) ∙ А|) ≤ 𝐾 , 

откуда вытекает оценка для КЭТ снизу 

η ≥  
|𝐐𝑇(𝐏) ∙ А|

𝐾
.  

Если ввести обозначение 

η̃ =  
|𝐐𝑇(𝐏) ∙А|

𝐾
 , (26) 

то для проектирования траекторий с пассивными участками будем вычислять 

управляющее ускорение на основе аналитической оценки КЭТ по формуле  

𝐔 = −Σ(η̃, 𝑐, 𝑑) ∙
𝑓𝑚𝑎𝑥
𝑚

∙
(𝐐𝑇(𝐏) ∙ А)𝑇

|(𝐐𝑇(𝐏) ∙ А)𝑇|
 . (27) 
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3. Результаты численного моделирования  

3.1. Параметры космического аппарата и орбит перелёта  

Перейдем к применению разработанной методики на практическом при-

мере. Для этого рассмотрим задачу перелета КА с круговой солнечно-синхрон-

ной приполярной орбиты на высокоэллиптическую орбиту для исследования 

магнитосферы Земли [16]. Параметры орбит приведены в табл.1. 

Таблица 1 – Исходная и целевая орбиты в орбитальных элементах 

Исходная орбита 

Высота 𝐻О =  800 км 

Радиус 𝑎О = 800 + 6371 (радиус Земли) = 7171 км 

Наклонение  𝑖О = 98° 

Эксцентриситет  𝑒О = 0   

ΩО, ωО, θО  В расчетах приняты равными 0° 

Целевая орбита 

Высота апоцентра  𝐻𝑎
ц = 120000 км 

Высота перицентра  𝐻𝑝
ц = 12000 км 

Большая полуось  𝑎ц = 0,5 ∙ ( 𝐻𝑎
ц +  𝐻𝑝

ц) + 6371 = 72731 км 

Наклонение   𝑖ц = 98° 

Эксцентриситет  𝑒ц =
 𝐻𝑎

ц −  𝐻𝑝
ц

2𝑎ц
= 0,742462  

Ωц, ωц, θц 

 В расчетах на основе ФЛ1 приняты равными 0°, 

в расчетах на основе ФЛ2 могут принимать любые 

значения. 

Для простоты будем считать перелет компланарным. КА оснастим ЭРДУ 

ПлаС34 компании Факел [17]. Параметры КА с двигателем ПлаС34 приве-

дены в табл. 2. 

Таблица 2 – Параметры КА с двигателями ПлаС34 

Начальная масса КА 𝑚0 =  90 кг  

Сила тяги 𝑓𝑚𝑎𝑥 = 22 мН 

Эффективная скорость истечения газов 𝑉𝑒𝑥 =  1300 ⋅ 𝑔 = 12,753 км/с  
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3.2. Сравнение траекторий, спроектированных на основе функ-

ций Ляпунова   

В данном подразделе приведены характеристики траекторий, получен-

ных при проектировании межорбитального перелёта КА с двигателем малой 

тяги с помощью ФЛ1, ФЛ2 и Q – закона Петропулоса. Термином Q – закон в 

зарубежной литературе называют введённую А. Петропулосом эвристическую 

функцию Ляпунова, выраженную в орбитальных элементах и равную сумме 

квадратов времён до коррекции каждого орбитального элемента [8].  

В отличие от ФЛ1 и ФЛ2 функция Q помимо текущих и целевых орби-

тальных элементов зависит также и от максимума скорости изменения каж-

дого орбитального элемента на витке траектории при условии, что направле-

ние вектора тяги является оптимальным в каждой точке траектории.  

Для расчетов траекторий на основе Q – закона в работе использовано про-

граммное обеспечение [13]. 

Проектирование траекторий проводилось в предположении о том, что 

двигатель КА активен на всей траектории межорбитального перелёта, причем 

вектор силы реактивной тяги КА постоянен по модулю в течение всего движе-

ния, т.е. выполнено равенство 

|𝐟| = 𝑓𝑚𝑎𝑥 = const. 

Результаты численного моделирования показали, что КА, движущиеся по 

траекториям межорбитальных перелётов, спроектированным с помощью ФЛ2, 

расходуют меньше топлива, движутся до целевой орбиты меньшее количество 

времени и достигают целевой орбиты с более высокой точностью по величине 

большой полуоси, наклонению и эксцентриситету, чем КА, движущиеся по 

траекториям, спроектированным на основе ФЛ1 и Q – закона.    

Сравнительные характеристики траекторий, спроектированных на основе 

ФЛ1, ФЛ2 и Q – закона, представлены в табл. 3. 
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Таблица 3 – Результаты расчетов основных показателей перелёта 

 ФЛ1 ФЛ2 Q – закон 

Время  

перелета, дни 247.02 236.40 240.22 

Число витков 1360 1136 1149 
Расход  

топлива, кг 36.71 35.24 36.00 

Точность достижения целевой орбиты (в орбитальных элементах) 

Большая  

полуось, км   72731 ± 411 72731 ± 1 72731 ± 439 

Наклонение, 

град. 98 ± 0.07 98 ± 0 98 ± 0.0065 

Эксцентриси-

тет  0.742 ± 10−3 0.742462 ± 10−6 0.74246 ± 2.5 ∙ 10−5 

На рис. 1 изображены графики изменения эксцентриситета в зависимо-

сти от времени полёта для траекторий межорбитального перелёта, спроекти-

рованных на основе ФЛ1, ФЛ2 и Q – закона.  

 

Рис. 1 – Графики изменения эксцентриситета для траекторий межорбитального перелёта, 

спроектированных на основе ФЛ1, ФЛ2 и Q – закона 
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На рис. 2 изображены графики изменения наклонения в зависимости от 

времени полёта для траекторий межорбитального перелёта, спроектирован-

ных на основе ФЛ1, ФЛ2 и Q – закона.  

 

Рис. 2 – Графики изменения наклонения для траекторий межорбитального перелёта, спро-

ектированных на основе ФЛ1, ФЛ2 и Q – закона  

Как показано на рис. 1, примерно в интервале 140 – 190 дней полета про-

исходят значительные изменения структуры траекторий. До этого момента 

траектория на каждом витке была почти круговой. Затем эксцентриситет начи-

нает резко увеличиваться. Это приводит, как показывает численное моделиро-

вание, к изменению бинормальной компоненты реактивного ускорения, и, как 

следствие, к колебаниям наклонения траектории межорбитального перелета. 

Однако при проектировании межорбитальной траектории с помощью ФЛ2, 

как видно на рис. 2, колебания наклонения незначительны.  

Траектория межорбитального перелёта в целом, спроектированная на 

основе ФЛ1, представлена в виде пространственного графика на рис. 3. 
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Рис. 3 – Пространственный график межорбитальной траектории в целом, спроектирован-

ной на основе ФЛ1 

3.3. Сравнение траекторий, спроектированных на основе ана-

литической оценки КЭТ и оценки КЭТ на сетке 

В данном подразделе изучается влияние введения пассивных участков на 

экономию топлива. Результаты численного моделирования получены для слу-

чая ФЛ1. 

В табл. 4 приведены характеристики траекторий с пассивными участками, 

спроектированными на основе непосредственного вычисления КЭТ на сетке и 

аналитической оценки КЭТ снизу.  

Моторным временем, данные о котором входят, в частности, в табл. 4 

называют суммарное время движения КА на активных участках, т.е. когда дви-

гатель включён. 

  



30 

 

 

Таблица 4 – Результаты расчета траекторий с пассивными участками 

Величина ηкр Время полёта, дни Моторное время, 

дни 

Затраты топлива, кг 

 Оценка 

КЭТ на 

сетке 

Аналит. 

оценка 

КЭТ 

Оценка 

КЭТ на 

сетке 

Аналит. 

оценка 

КЭТ 

Оценка 

КЭТ на 

сетке 

Аналит. 

оценка 

КЭТ 

0 247.02 247.02 36.71 

0.05 255.15 265.68 252.83 256.96 35.69 34.08 

0.09 260.00 277.04 249.83 261.31 34.24 31.81 

0.15 269.16 317.60 244.96 252.28 32.30 29.14 

0.20 287.03 364.42 243.86 233.96 31.05 27.69 

0.25 297.72 477.01 238.56 225.29 29.98 26.58 

На рис. 4 изображены графики зависимости расхода топлива от вели-

чины ηкр в случаях аналитической оценки КЭТ и оценки КЭТ на сетке. 

 

Рис. 4 – Графики расхода топлива в зависимости от величины ηкр 

На рис. 5 изображены графики зависимости времени перелёта от вели-

чины ηкр в случаях аналитической оценки КЭТ и оценки КЭТ на сетке. 
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Рис. 5 – Графики времени перелёта в зависимости от величины ηкр 

Как показано на рис. 4 и 5 с увеличением ηкр затраты топлива уменьша-

ются, а время перелёта растёт.  

На рис. 6 изображены графики зависимости расхода топлива от времени 

полета в случаях аналитической оценки КЭТ и оценки КЭТ на сетке. 

 

Рис. 6 – Графики расхода топлива в зависимости от времени полета 
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Как видно из рис. 6, на каждом из графиков расход топлива уменьшается 

при увеличении времени полёта, однако, как показано на графике красного 

цвета, при перелётах длительностью свыше 320 дней затраты топлива умень-

шаются уже не так сильно по сравнению с более короткими перелётами. 

На рис. 7 изображены графики зависимости расхода топлива от мотор-

ного времени в случаях аналитической оценки КЭТ и оценки КЭТ на сетке. 

 
 

Рис. 7 – Графики расхода топлива в зависимости от моторного времени 

На рис. 7 наиболее характерным участком графика красного цвета явля-

ется участок между точками с ηкр = 0.05 и ηкр = 0.09. На этом участке гра-

фика затраты топлива уменьшаются несмотря на рост моторного времени. На 

графике синего цвета показано, что затраты топлива уменьшаются с уменьше-

нием моторного времени. 

 

 



33 

 

 

3.4. Сравнение траекторий, имеющих пассивные участки, и оп-

тимальных траекторий 

Траектории, спроектированные на основе прямого метода Ляпунова, в 

данном разделе оптимизируются на основе ПМП. Для этого применяется па-

кет Optimal из библиотеки KIAM Astrodynamics Toolbox [18], основанный на 

методе продолжения по параметру, разработанному В.Г. Петуховым [1, 2] . 

Входными параметрами являются число дней полёта КА, число витков траек-

тории перелета, параметры исходной и целевой орбит, выраженные шестимер-

ным вектором «положение-скорость», а также параметры КА.  

Для подсчета расхода топлива применяется следующая модель.  

Считаем, что справедливо равенство  

𝑁 = 
|𝐟| ∙ 𝑉𝑒𝑥
2

= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 

где 𝑁 – мощность двигателя, 𝐟 – вектор силы тяги, а 𝑉𝑒𝑥 – скорость истечения.  

Поскольку сила тяги КА связана с его массой 𝑚 по формуле  

|𝐟| =  𝑚 ∙ |𝐔|, 

где  𝑼 – реактивное ускорение, то, воспользовавшись формулой (6) 

�̇� = −
|𝐟|

𝑉𝑒𝑥
, 

получаем  

�̇� =  −
|𝐟|

𝑉𝑒𝑥
= −

|𝐟|2

|𝐟| ∙ 𝑉𝑒𝑥
= −

|𝐟|2

2𝑁
=  −

𝑚2 ∙ |𝐔|2

2𝑁
. 

Следовательно, справедливо равенство 

−
�̇�

𝑚2
= 
|𝐔|2

2𝑁
, 

и для подсчета расхода топлива при межорбитальном перелёте КА нужно ре-

шить дифференциальное уравнение 

  
𝑑

𝑑𝑡
(
1

𝑚
) =

|𝐔|2

2𝑁
. (24) 
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 Численное интегрирование дифференциального уравнения (24) осу-

ществляется в работе с помощью метода прямоугольников.  

Для верификации управления межорбитальным перелётом КА с малой 

тягой, основанного на использовании сигмоиды, в которую входит КЭТ, по-

считанный по формулам (23) и (26), возьмём 𝑑 = 160 и 𝑐 = ηкр = 0.09, по-

скольку именно в этом случае достигается компромисс между затратами топ-

лива и временем перелёта. 

В работе проведено сравнение траекторий с пассивными участками, 

спроектированных на основе расчета КЭТ на сетке, и оптимизированных тра-

екторий. Расчёты осуществлялись на компьютере, оснащённом процессором 

Intel(R) Core (TM) i7-10875H CPU @ 2.30GHz с оперативной памятью 16 ГБ. 

Программа использует для расчёта 8 ядер, пакет Optimal написан на Фортране, 

программа ляпуновского управления написана на Python версии 3.13.0.  

Параметры сравниваемых траекторий приведены в табл. 5. 

Таблица 5 – Параметры траекторий, спроектированных на основе  

ПМП и расчета КЭТ на сетке 

 ПМП Расчет КЭТ на сетке 

Время расчёта на 

ПК, мин 
1417 24.35 

Время полета, дни t = 260.0 t = 260.0 

Число витков 1391 1391 

Расход топлива, кг Δ𝑚 = 23.75 Δ𝑚 = 34.24 

Невязка для боль-

шой полуоси, км 
|𝑎кон − 𝑎

ц| = 24553.8 |𝑎кон − 𝑎
ц| = 3.33 

Невязка для накло-

нения орбиты, 

град. 

|𝑖кон − 𝑖
ц| = 2.77 ∙ 10−7 ° |𝑖кон − 𝑖

ц| = 0.0026° 

Невязка для экс-

центриситета 
|𝑒кон − 𝑒

ц| = 0.1148 |𝑒кон − 𝑒
ц| = 2.4 ∙ 10−5 
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Как показано в табл. 5, КА на траектории, оптимизированной на основе 

ПМП, расходует намного меньше топлива, чем на траектории, спроектирован-

ной на основе расчета КЭТ на сетке. При этом КА на траектории, оптимизиро-

ванной по ПМП, точнее достигает целевой орбиты по наклонению, однако по-

казывает значительно более низкую точность достижения целевой орбиты по 

большой полуоси и по эксцентриситету. Следует отметить, что оптимизация 

по ПМП занимает примерно в 60 раз больше времени, чем проектирование на 

основе метода Ляпунова, хотя она производится на компилируемом языке, а 

интегрирование в методе Ляпунова осуществляется на интерпретируемом 

языке Python. 

В работе проведено сравнение траекторий с пассивными участками, 

спроектированными на основе аналитической оценки КЭТ, и оптимизирован-

ных траекторий. Параметры сравниваемых траекторий приведены в табл. 6. 

Таблица 6 – Параметры траекторий, спроектированных на основе  

ПМП и аналитической оценки КЭТ 

 ПМП Аналит. оценка КЭТ 

Время расчёта на 

ПК, мин 
1417 0.967 

Время полета, дни t = 277.04 t = 277.04 

Число витков 1419 1419 

Расход топлива, кг Δ𝑚 = 23.12 Δ𝑚 = 31.81 

Невязка для боль-

шой полуоси, км 
|𝑎кон − 𝑎

ц| = 22228.11 |𝑎кон − 𝑎
ц| = 8.77 

Невязка для накло-

нения орбиты, 

град. 

|𝑖кон − 𝑖
ц| = 3.33 ∙ 10−7 ° |𝑖кон − 𝑖

ц| = 0.0176° 

Невязка для экс-

центриситета  
|𝑒кон − 𝑒

ц| = 0.096 |𝑒кон − 𝑒
ц| = 2.92 ∙ 10−5 
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Из табл. 6 видно, что КА на траектории, спроектированной на основе 

ПМП, расходует намного меньше топлива и точнее достигает целевой орбиты 

по наклонению, чем на траектории, спроектированной на основе аналитиче-

ской оценки КЭТ, однако показывает значительно более низкую точность до-

стижения целевой орбиты по большой полуоси и по эксцентриситету. 
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Заключение 

В работе представлена методика проектирования межорбитальных тра-

екторий перелёта КА с ЭРДУ на основе прямого метода Ляпунова. Рассматри-

ваются траектории перелёта как с непрерывной работой двигателя, так и с пас-

сивными участками для экономии топлива. При проектировании траекторий с 

пассивными участками вводится коэффициент эффективности тяги на основе 

значений производной функции Ляпунова и её максимального значения на 

витке. КА, движущиеся по траекториям, спроектированным с помощью функ-

ции Ляпунова, зависящей только от трех целевых орбитальных элементов, рас-

ходуют меньше топлива и быстрее достигают целевой орбиты, чем КА, дви-

жущиеся по траекториям, спроектированным на основе функции Ляпунова, за-

висящей от всех элементов, а также спроектированных на основе Q – закона. 

КА, движущиеся по траекториям, спроектированным с помощью аналитиче-

ской оценки коэффициента эффективности тяги, расходуют меньше топлива, 

однако тратят больше времени на перелёт, чем КА, движущиеся по траекто-

риям, спроектированным на основе оценки коэффициента эффективности тяги 

на сетке. При оптимизации спроектированных траекторий в рамках принципа 

максимума Понтрягина КА на траекториях на основе аналитической оценки 

коэффициента эффективности тяги тратят меньше топлива, чем на траекто-

риях на основе оценки коэффициента эффективности тяги на сетке. Оптими-

зация траекторий по ПМП занимает примерно в 60 раз больше времени, чем 

проектирование траекторий на основе метода Ляпунова. 
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