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Книга Торо по решателям задачи Римана и численным методам



Вектор потока на грани i+1/2:

Задача Римана для уравнений газовой динамики
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Схема Годунова: потоки определяются из решения задачи Римана.
Задача Римана – задача Коши с начальным разрывом в точке x = 0:
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Общие свойства приближенных решателей задачи Римана

I. Противопоточность (противопотоковость) схемы

В случае сверхзвукового течения:
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Следствие: функция FRS (UR, UL) не обладает свойством коммутативности, т.е. FRS (UR, UL) ≠ FRS (UL, UR). 

Пример: функция F(UR, UL) = 0.5·[ F(UL)+F(UR) ] не обеспечивает свойство сохранения монотонности 
решения (в линейном случае) и не сочетается с первым порядком аппроксимации по времени (второй 
порядок по пространству → неустойчивость схемы).



В случае решения уравнений Эйлера
в линейном приближении:

    ● собственные значения матрицы A:  

    ● правые собственные вектора матрицы A:  

    ● проекция разности U на K:  

 

В случае решения линейного уравнения переноса:
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Общие свойства приближенных решателей задачи Римана

II. Соответствие точному решателю схемы Годунова в линейном приближении 
(интенсивность начального разрыва невелика)
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  Поверхности разрыва в газовой динамике:
         ударная волна     контактная поверхность 

Размывание ударной волны:          Размывание контактной поверхности:
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III. Соответствие точному решателю схемы Годунова в случае расчета 
одиночных разрывов: скачков уплотнения и контактных поверхностей

______________________________________________________________________

Свойство схемы Годунова: в случае, когда разрыв неподвижен относительно сетки
(в плоскости xt он ориентирован строго вертикально) его размывания не происходит.

Общие свойства приближенных решателей задачи Римана



Уравнений Эйлера записываются в квазилинейном виде

в котором матрица Ã обеспечивает выполнение условия

● собственные значения и собственные вектора матрицы Ã выражаются через осредненные величины 
                 (скорость, полная энтальпия и скорость звука):

Решатель (схема) Роу

 Roe P. L. Approximate Riemann solvers, parameter vectors and difference schemes // J. Comp. Phys., 1981
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III. Соответствие точному решателю схемы Годунова в случае расчета одиночных разрывов

 Соотношение на одиночном разрыве:

 Определение матрицы Ã в решателе Роу:

ударная волна при MS = 3 контактная поверхность при ρL / ρR = 4
(параметры газа в областях 2 и 3: U = UL)         (в области 2: U = UL; в области 3: U = UL)

Решатель (схема) Роу

( ) ( ) ( )R L R LS− = −F U F U U U

( ) ( ) ( )R L R L− = −F U F U U UA



Тестовая задача Сода (Sod’s test problem)

Начальные данные (t = 0) в области x < 0.5:   u = 0,    ρ = 1,     p = 1;
в области x > 0.5:   u = 0,   ρ = 1/8,  p = 1/10.

Решатель (схема) Роу



Модифицированная задача Сода

Начальные данные (t = 0) в области x < 0.5:   u = 0.75, ρ = 1,    p = 1;
в области x > 0.5:  u = 0,   ρ = 1/8,  p = 1/10.

Решатель (схема) Роу



Скачки разрежения и энтропийная коррекция (entropy fix)

 Соотношение на скачке уплотнения:

 Соотношение на скачке разрежения:

Решатель (схема) Роу

( ) ( ) ( )L LR RS− = −F U UF UU

( ) ( ) ( )R RL LS− = −F U UF UU

 Harten A. High resolution schemes for hyperbolic conservation laws //  J. Comp. Phys., v.49, 1983
 Harten A., Hyman J.M. Self adjusting grid methods for one–dimensional hyperbolic … // J. Comp. Phys., v. 50, 1983



Модифицированная задача Сода

Начальные данные (t = 0) в области x < 0.5:   u = 0.75, ρ = 1,    p = 1;
в области x > 0.5:  u = 0,   ρ = 1/8,  p = 1/10.

Решатель (схема) Роу



Соотношения на правом и левом разрывах:

Точный решатель задачи Римана
Разрыв распадается на три волны: две акустические волны (каждая 
из которых может быть либо ударной волной, либо волной 
разрежения) и контактный разрыв.
Решатель Роу
Разрыв также распадается на три волны, но волна разрежения 
заменяется скачком разрежения.

Решатель (схема) HLL

 Harten A., Lax P. D., van Leer B. On upstream differencing and Godunov-type schemes for … // SIAM Review, 1983

( )
( )

* *

* *

R R R

L L L

S
S

− = −

− = −

F U
F U
F U

F U

Решатель HLL
Разрыв распадается на две волны, скорости которых (SR и SL) 
известны (вычислены заранее). Контактный разрыв отсутствует.
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Соотношения на правом и левом разрывах:

Решатель (схема) HLLC
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Решатель HLLC (C - contact)
В структуру решателя HLL добавляется контактный разрыв.
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 Toto E.F., Spruce M., Speares W. Restoration of the contact surface in the HLL–Riemann solver // Technical Report 
CoA–9204, Collegue of Aeronautics, Cranfield Institute of Technology, UK, 1992 ;  Shock Waves, 1994

Потоки массы через правый и левый разрывы: ( ),    ( ).R R R R L L L Lm S u m u Sρ ρ= − = −

 Сафронов А.В. Разностный метод решения нестационарных уравнений газодинамики на основе 
соотношений на разрывах // Космонавтика и ракетостроение, вып. 2(43), 2006
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Способы расчета скоростей распространения возмущений вправо и влево от разрыва (SR и SL)

Решатель (схема) HLLC

 Davis S.F. Simplified second-order Godunov-type methods, SIAM J. Sci. Stat. Comput. 9(3), 1988
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 Toto E.F., Spruce M., Speares W. Restoration of the contact surface in the HLL–Riemann solver // Shock Waves, 1994
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Соответствие точному решателю схемы Годунова при расчете одиночной ударной волны

Вариант 1:

Вариант 2:



Модифицированная задача Сода

Начальные данные (t = 0) в области x < 0.5:   u = 0.75, ρ = 1,    p = 1;
в области x > 0.5:  u = 0,   ρ = 1/8,  p = 1/10.

Решатель (схема) HLLC



конец первой части
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