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II. Равномерная прямоугольная сетка: 

Расчетная сетка и метрические величины

V Δ Δ ,x y= ⋅ (Δ ,0),  (0,Δ )y xξ η= =S S

I. Гладкая структурированная криволинейная сетка.
   В двумерном случае сеточные индексы (i, j) соответствуют криволинейным координатам (ξ, η), которые 
переводят сетку физического пространства  xy в квадратную сетку с интервалами Δξ = Δη = 1. 
       Метрические величины (объемы ячеек и вектор-площади боковых граней в двух сеточных направлениях):
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II. Равномерная прямоугольная сетка.
Конечно-объемная аппроксимация уравнений Эйлера: 

Конечно-объемная и конечно-разностная аппроксимации

Уравнения Эйлера в декартовых координатах xy имеют вид
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I. Гладкая структурированная криволинейная сетка.
   Конечно-объемная аппроксимация уравнений Эйлера (полудискретная форма записи):
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0

 - вектор примитивных переменных,  - вектор консервативных переменных,

 и  - вектора потоков,   ( , ) - удельная полная энергия.
2

x y
x y

u u
e pe ρ

+
= +

Q U

F F

( ) ( ) ( ) ( ),

1/2, 1/2, , 1/2 , 1/2
,

1i j
x x y y x x y y x x y y x x y yi j i j i j i j

i j

S S S S S S S S
Vt ξ ξ ξ ξ η η η η+ − + −

 = − + − + + + − +
 

∂
∂

F F F F F F F F
U

( ) ( ) ( ) ( ), 1/2, 1/2, , 1/2 , 1/2

Δ Δ
y yx xi j i j i j i j i j

x yt
+ − + −

 −−
 = − +
  

∂
∂

F FF FU

Отличие конечно-разностной аппроксимации от 
конечно-объемной аппроксимации 
1) параметры определяются в узлах сетки, а не 

в центрах ячеек;
2) используются значения параметров в точке, а 

не средние значения по ячейке



Конечно-объемная и конечно-разностная аппроксимации

Линейное уравнение переноса в одномерном случае: 

I.    Конечно-объемная аппроксимация
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Интегрирование по i-ой ячейке:

Аппроксимация на боковой грани i+1/2:

Результирующая аппроксимация:  ,  где

Аппроксимация на боковой грани i-1/2:



Когда решение есть полиномиальная функция:

Конечно-объемная и конечно-разностная аппроксимации

Линейное уравнение переноса в одномерном случае: 

II.   Конечно-разностная аппроксимация
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Аппроксимация пространственной производной: ( )
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Представление в консервативном виде:
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Конечно-объемная и конечно-разностная аппроксимации

Линейное уравнение переноса в двумерном случае: 

II.   Конечно-разностная аппроксимация
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Одномерные аппроксимации пространственных производных:
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I.    Конечно-объемная аппроксимация
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Аппроксимация на боковой грани i+1/2:

Сведение к одномерной аппроксимации вдоль оси x (j = const):



Конечно-объемная и конечно-разностная аппроксимации

Конечно-разностная аппроксимация применительно к решению нелинейных уравнений 

А. Одномерный случай:
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B. Двумерный случай:

Аппроксимация пространственной производной:
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Одномерная аппроксимация вдоль оси x:
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Конечно-объемная и конечно-разностная аппроксимации

Конечно-объемная аппроксимация применительно к решению нелинейных уравнений 

А. Одномерный случай:
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B. Двумерный случай:

Одномерная аппроксимация вдоль оси x:

Аппроксимация на боковой грани i+1/2:
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Метод Гаусса

Метод Гаусса  –  метод численного 

интегрирования, позволяющий повысить 

порядок точности методов на основе 

интерполяционных формул путём специ-

ального выбора узлов интегрирования 

(точки Гаусса). Метод Гаусса позволяет 

достичь максимальной точности для 

данного числа узлов (точек).

Примечание: Если интегрируемая функция 

является полиномом соответствующей 

степени, то метод Гаусса дает точные 

результаты.
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II. Методы Рунге-КуттыОбобщенная задача Римана: в каждой из 4-х областей 

На грани ячейки:

(book of Toro, Chapters 19, 20)

Задача Коши с разрывом в точке x = 0:

Консервативная и линеаризованная формы уравнений газовой динамики:

Дискретизация по времени

Способы достижения высокого порядка аппроксимации по времени:

I. Приближенное решение обобщенной задачи Римана
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Классическая задача Римана:
в каждой из 4-х областей ULR = const

Переход от ∂t к ∂x : 

Задача Коши при:    где
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Дискретизация по времени

Способы достижения высокого порядка аппроксимации по времени:

II. Методы Рунге-Кутты
Многостадийные методы с решением классической 
задачи Римана с начальным разрывом функции:

Метод Рунге-Кутты второго порядка (RK2):

Метод Рунге-Кутты третьего порядка (RK3):

      – пространственный оператор (суммарный 
вектор потока  через все боковые грани i-й ячейки).

 Greenough J.A., Rider W.J. A quantitative comparison of numerical methods for the compressible 
Euler equations: fifth-order WENO and piecewise-linear Godunov// J. Comp. Phys., 2004
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The third-order Runge–Kutta method, while linearly stable up 
to a CFL number of 1.43, is TVD … for much smaller numbers. 
We will use the commonly employed value of 0.6 for all of our 
results presented here.

Зависимость погрешности расчета от сетки

Метод RK2:

Метод RK3:
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Диагональный перенос

Тестовая задача о диагональном переносе изоэнтропического вихря

Погрешность расчета по норме L2 для различных 
методов в зависимости от сеточного разрешения
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Дискретизация по времени (методы Рунге-Кутты)

3 3RK3-WENO5:   ( ) ( ) ( )m
CFLC O x O xε ≈ ⋅ ∆ + ∆

2 2  ( ) ( ) ( )RK2-WENO5: m
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 Zhang Y.-T., Shu C.-W. ENO and WENO Schemes. Chapter 5 in Handbook of Numerical Analysis, 2016

Решение классической задачи Римана

Решатели задачи Римана в схемах повышенной точности

I. Конечно-объемная аппроксимация: применяется к консервативным величинам

II. Конечно-разностная аппроксимация: применяется к потоковым величинам (расщепление)
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3.2 Finite Difference Schemes
… A very popular flux splitting is the Lax–Friedrichs splitting.
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конец первой части
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HLLC Riemann solver

HLL Riemann solver
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